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PEC 원통을 TE EFIE 방법으로 산란 해석한 결과의 수렴율
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Convergence rates of the TE EFIE scattering solutions from a PEC 
cylinder

Chinsoo Hong1*, HyungChul Bae1

1Department of Physics, Soonchunhyang University.

요  약  모멘트법(MoM)인 TE(transversw electric) 전장 적분 방정식(EFIE)으로 완전 전기도체(PEC) 원통을 산란 해석하였다.
이 과정에서 나타나는 특이점(singlarity)과 과대 특이점(hypersingularity)을 포함한 적분 계산은 어렵기 때문에 수치해석 방법
으로 특이점을 고립시켜 자체항(self-term)을 얻었다. 모멘트법에서 base 함수와 test 함수의 선택은 수치해석 결과의 정확도와 
수렴에 있어 매우 중요한 요인이됨은 알려져 있는 사실이다. basis 함수와 test함수를 달리하여 세 가지 방법으로 PEC 원통에 
유도된 전류를 구하였다. 이렇게 구한 결과를 해석학적 방법과 모멘트법에서 얻은 전류와 비교하여 상대 효율 전류 오차를 
구하였으며 어떤 결합 방법이 효율적인지 확인하였다. 또한 각 결합방법에 따른 상대 효율 전류 오차의 수렴율을 구하여 
가장 정확한 결과를 얻을 조건을 찾았다. 전류 오차의 가장 빠른 수렴오더(order of convergence) 2.528은 펄스 base 함수/델타 
test 함수 결함 조건에서 얻었다. 

Abstract  The method of moments (MoM) is implemented to simulate scattering from a PEC (perfectly electric 
conductor) cylinder in the TE(transversw electric) EFIE (Electric Field Integral Equation) approach. The procedure
expresses the singularity integral and the hypersingularity integral in terms of an analytic function and employs a 
singularity isolation process coupled with numerical technique along the discretized segment to evaluate the self terms.
It is known that, in the MoM technique, the choice of base functions and test functions is very important for the
accuracy and convergence of the numerical analysis. Thus, in this paper, three conditions, obtained from the 
combination of basis functions and test functions, are adopted to get the induced currents on the PEC surface. These 
currents are compared to the analytical one in the relative rms current error to get the condition that shows fast 
convergence rate. The fast order of convergence of the current error, 2.528, is obtained under the combination of pulse
basis function/delta test function. 

Keywords : TE wave, EFIE (Electric Field Integral Equation), induced current, relative RMS current error, PEC 
cylinder, singularity, hypersingularity
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1. 서론

안테나[1-3], 전자기파 은폐(cloak)[3-5] 등의 설계에 
원통 산란이 사용되어 왔기 때문에 원통의 비교적 단순

한 모양에도 불구하고 전자기파 산란은 오랫동안 연구되

어 왔다. 이런 목적에 사용되는 원통은 중심 완전 전기도
체(perfectly electric conductor, PEC) 위에 유전체
(dielectric)가 감싸는 구조이다[3]. 
전자기파가 산란체에 입사하면 경계조건에 의해 산란

체에 전류가 유도되며 이 전류는 산란파를 생성한다. 이
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때 입사파의 전기장과 유도 전류의 관계를 나타낸 식이 

전장 적분 방정식(Electric Field Integral Equation, 
EFIE)이고 자기장과의 관계식은 자장 적분 방정식
(Magnetic Field Integral Equation, MFIE)이다. PEC 원
통에 전자기파가 수직으로(원통의 축 방향에 수직으로 
전자기파가 진행) 입사할 때 전자기파의 편광방향이 원
통의 축 방향이면 TM(transverse magnetic) 편광, 축에 
수직한 방향이면 입사파는 TE(transverse electric) 편광
이다.
그런데 PEC 원통의 전자기 산란 적분 계산에서 특이

점(singularity)이 나타나 계산을 어렵게 하지만 이를 해
결하는 방법들이 제안되었다[1,2,6-14]. 특히 TE EFIE에
서는 과대특이점(hypersingularity)이 나타난다[15].

PEC 원통에 입사하는 TE 편광파의 산란을 해석하기 
위한 방법으로 MFIE 방법과 EFIE 방법이 있는데 MFIE 
방법은 EFIE 방법보다 덜 복잡하고 계산하기 쉽고 정확
한 값을 얻을 수 있어 주로 많이 사용한다. 그러나 산란
체의 크기가 파장에 비하여 매우 작은 경우에는 MFIE 
방법을 적용할 수 없기 때문에 부득이 EFIE를 사용해야 
한다[16-19].

2.1.4절에서 정의한 상대 실효전류오차는 TM EFIE 
방법보다 TE EFIE 방법을 사용하면 오더(order)가 2 정
도 더 커져서[20,21] TE EFIE 방법을 쓸 경우 정확한 결
과를 얻기 위해서 수렴율이 큰 조건을 구해야 한다. 따라
서 TE EFIE 전자기 산란은 소스(source)와 관측점에서 
물리량을 묘사하는 basis function과 test function을 세 
가지의 세트로 선택하여 PEC 원통에 유도된 전류를 해
석하고 그 결과를 비교하였다.

2. 본론 

2.1 이 론

Fig. 1. Basis functions and test functions. (a) delta 
function, (b) triangle function, (c) pulse function.

입사 전자기파의 장(field)과 전류와의 관계식에서 이 
물리량이 측정되는 위치를 관측점과 소스라고 부른다. 
소스와 관측점을 표현하는 함수를 각각 basis function과 
test function 이라 한다. 이런 함수는 여러 가지의 형태
를 가질 수 있으나 대표적으로 그림 1에서 보여지는 
delta function, pulse function, triangle function이 있다.
전자기파의 전기장과 자기장은 공간과 시간의 함수이

므로 시간에 따라 변하는 성질은 다음의 식(1)을 만족하
고, 이 식은 전자기파를 묘사할 때 공통적으로 포함되어 
있으므로 이후의 수식에서는 생략한다.

                   (1)  

또한 입사하는 전자기파가 TE wave이기 때문에 무한 
길이의 원통에 전자기파가 원통 축 방향에 수직하게 입

사하므로 원통 축 방향은 변수가 되지 못하여 산란은 2
차원 문제가 된다. 이차원 Helmholtz 방정식의 해인 
Green 함수는 Hankel 함수가 될 수 있는데 Hankel 함수
의 첫 번째와 두 번째 종류는 모두 Helmholtz 방정식의 
해가 될 수 있다. 그런데 식(1)로 장(field)의 시간의존을 
표현하면 첫 번째 종류의 Hankel 함수가 Helmholtz 방
정식의 해가 된다. 왜냐하면 첫 번째 종류의 Hankel 함
수를 large argument에서 근사를 취하면 의 항
이 포함되기 때문이다. 따라서 Green 함수는 첫 번째 종
류의 Hankel 함수이다.

             ′ 


 ′ (2)

무한 길이의 PEC 원통에 TE 평면파가 입사할 때 산
란은 EFIE를 이용하였고, 이를 해석하기 위하여 pulse 
basis function/delta test function, triangle basis function 
/pulse test function, triangle basis functions/triangle test 
function과 같은 세 가지의 basis 함수와 test 함수의 조
합을 적용하였다.

2.1.1 pulse basis function/delta test function

무한 길이의 PEC 원통에 TE-wave 전자기파가 입사
하는 경우 EFIE는 다음과 같이 주어진다[22].


 




∙ ′ ′′′
 




′′
 

 ′
′

(3)
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Fig. 2. A TE wave is incident to the PEC cylinder at 
the angle of  and its electric field has 
tangential component. The length of segment on 
the PEC suface is   and the tangential unit 
vector    is counterclockwise. 

식(3)에서 와 ′는 도체 표면 위에 있으며 각기 관
측점과 소스이며 이 위치에서 경계면의 접선 방향 단위

벡터는 와  ′이다. 와 는 자유공간에서 전자기파

의 파수와 임피던스이며   와  로 

주어진다. 또한 t과 t'에 대한 미분은 접선방향을 따라 수
행한다. PEC 원통에 TE-wave는 그림 2와 같이 입사하
며 는 전자기파의 입사각이다.

그림1(a)와 (c)에서 주어진 함수를 test 함수와 basis 
함수로 사용하여 식(3)에 적용하면 Z행렬을 구할 수 있다.

  


∆
∆
 ∙ 

      ′′

 


∆
∆
′
 

 ′
′  

′  ′

(4)

식(4)의 행렬에서 m=n 일 때 등호 오른쪽 두 번째 적
분은 Hankel 함수를 접선방향으로 두 번 미분한 결과 과
대특이점이 발생하는데[23,24] 이를 해결하기 위한 방법
을 적용하면 다음과 같다[22].
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(5)

여기서  이다. 한편 입사파의 전기장에 
의한 행렬은 아래 식과 같다.


 


 






 

 
 

(6)

2.1.2 triangle basis function/pulse test function 

[20]

참고문헌 25로부터 TE-wave가 무한 길이의 PEC 원
통에 입사할 때 EFIE는 다음과 같이 주어진다.
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(7)

그림 1(b)에서와 같은 triangular basis 함수를 전류 
에 대입하여 식(7)에서 사용하는 미분을 구할 수 있다.
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(8)

이때 식(8)의 P는 다음 성질을 만족한다.

    ≤  ≤ 
 

(9)

식(7)에 그림 1(c)의 pulse에 대하여 적분하여 정리하
자[6].
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(10)

식(10)에서 특이점이 발생할 수 있는 경우 Hankel 함
수를 small argument일때의 근사로 놓아 적분을 수행하
면 특이점을 피할 수 있다. 이때 입사 전기장 중 PEC 접
선 방향 성분은 다음과 같다.
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2.1.3 triangle basis functions/triangle test 

function [26]

이 경우는 basis 함수와 test 함수 모두 triangle를 취
한다. 따라서 입사 전기장 행렬과 Z행렬은 다음과 같이 
쓸 수 있다.

   






 
  

   

 

  
   






∙  

 




 

    ∙
 






 

    ∙
 

(12)

  

  ∙ 

×
 




′  



∆
  
∆
′ 


 ′′



  ∙ 

×
 




′  



∆
  
∆
  ′


 ′′



  ∙ 

×
 




′  



∆
  
∆
′ 


 ′′



  ∙ 

×
 




′  



∆
  
∆
  ′


 ′′

 


∆∆

 
 




′  



 ′′




∆∆

 
 




′  



 ′′

   

∆∆

 
 




′  



 ′′

 


∆∆

 
 




′  



 ′′

(13)

2.1.4 유도전류[27]

무한 길이의 PEC 원통에 TE wave가 입사할 때 표면
에 유도된 전류는 아래 식과 같다[27-29].

 
  

∞

∞








 



  





  
∞

∞


  

 




(14)

앞 절에서 제시한 세 가지 방법으로 얻은 전류와 해석

학적으로 구한 식(14)에서 각도 를 개의 구간으로 
나눠 상대 실효전류 오차(relative RMS current error)를 
구할 수 있다[20,29].

  













 



 


(15)

이때 식(15)에서 은 식(16)에서 구한 결과인 

PEC 원통에 유도된 유도전류이다. 

2.2 전산모사

앞 절에서 제시한 세 가지 방법으로 전류를 구하였다. 
여기서 PEC 원통 반지름은 입사파 파장의 2배이고 입사
파는 광축에 수직으로 입사하며 TE 편광을 갖는다. 입사
각은   이다. 앞에서 제시한 행렬로부터 전류를 

구할 수 있다.

      
→     

  
(16)

PEC 원통은 둘레의 구간 개수 은 행렬의 크기가 
되며 전자기파의 파장에 이 구간이 몇 개 들어가는지 구

간 개수를 변화시켜(=50~500) 세 가지 방법에 대응되
는 전류와 상대 실효전류 오차를 구하였다.

2.3 결과

그림 3은 =100으로 놓고 TE wave가 무한 길이의 
PEC 원통에   로 입사할 때 PEC 원통 표면에 유

도된 전류의 크기를 방향에 따라 도시한 것이다. 알려진 
바와 같이 유도 전류의 크기는 전자기파가 원통에 맨 처

음 부딪히는 위치에서    최대가 되고 그 반대 위치
에서     약간의 변화는 있지만 최소가 된다. 해석
학적으로 구한 전류와 각 방법으로 구한 전류

     를 나타내었

다.
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Fig. 3. When a TE wave is incident on the PEC 
cylinder at the angle of    , the induced 
current is drawn with the position on the PEC 
surface. 

Fig. 4. The relative RMS current error vs  . [1], 
[2] and [3] are the current errors in the cases of 
pulse function/delta function, triangle function/ 
pulse function, and triangle function/triangle 
function, respectively. 

그러나 그림 3에서는 각 방법으로 구한 전류가 해석
학적으로 구한 전류와 어느 정도 차이가 나는지 알 수 

없으므로 식(15)에 의해 정의한 상대 실효 전류 오차로 
비교하였다. 그림4는 PEC 원주의 구간 선분길이와 파장
과의 비  에 따라 상대 실효 전류 오차를 보

인다. 식(16) 임피던스 행렬 의 크기는 이 비에 비례

한다. 여기서 편의상 basis함수/test 함수 결합이 
pulse/delta인 경우를 [1], triangle/pulse를 [2], 
triangle/triangle을 [3]이라 하자. 원통 산란에서 PEC 표
면에 유도된 상대 실효전류 오차는 다음과 같은 수식에

서 ≈를 만족한다[21,30,31]. 

 ∼ 
 (17)

이때 은 수렴오더(order of convergence)이다. 
가 약 10보다 작으면 전류 오차 크기는 

[1]>[3]>[2]가 되고 약 10정도에서는 [1]=[2]=[3]이 되며 
이 비가 10이 넘으면 [1]<[3]<[2]이 된다. 다시 말하면 
구간의 선분 길이가 파장에 비하여 1/10 이하가 되면 
pulse/delta 조합이 가장 빨리 수렴한다. 

3. 결론

TE EFIE산란 해석을 위해서 basis 함수/test 함수를 
세가지 방법으로 선택하여 계산하였다. ∼에

서 세 가지 방법으로 구한 전류 오차가 거의 비슷했고, 
이보다 커지면 수렴을 급속히 하는 방법은 pulse/delta, 
triangle/pulse, triangle/triangle 순서이다. 따라서 정확한 
결과를 얻기 위해서 는 10 이상이 되어야 하며 

pulse basis 함수/delta test 함수를 사용해야 한다. 
그림 4의 [1], [2], [3] 경우 비선형 피팅(nonlinear 

fitting)을 하여 얻은 값은 각기 2.528, 1.563, 2.047이
며 값이 클수록 빨리 수렴하므로 수렴율(convergence 
rate)은 [1], [3], [2] 순서이다. 또한 문헌에 나타난 ≈
에 근접하는 조건은 [3]이다. 
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