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요  약  본 논문에서는 로봇 매니퓰레이터의  토크 최소화를 위한 궤적계획을 위해 라그랑지 보간법을 이용한 Algorithm을 
제안하였다. 이를 위해 로봇 매니퓰레이터의 위치에 대한 구속조건이 주어지고 안정성이 보장되어야 한다. 라그랑지 보간법
의 Runge’s 현상을 회피하기 위해 Chebyshev 보간점을 이용하여 시간 보간점을 설정하였고, 이에 대응하는 최적각도를 찾아
내어 라그랑지 보간법을 이용한 매끄러운 관절의 각도, 속도, 가속도 궤적을 얻을 수 있다. 로봇 매니퓰레이터의 토크 소비 
최적화를 위한 성능지표를 선정하였으며, 계산된 궤적을 통해 이 성능지표가 최소값을 가지도록 반복 계산하는 과정을 거친
다. 이를 통해, 토크와 성능지표를 최소화 시키는 최적의 궤적을 얻을 수 있으며, 로봇 매니퓰레이터가 작업을 수행하기 위한 
움직임의 안전성을 보장한다.

Abstract  This paper proposes an algorithm using Lagrange interpolation method to realize trajectory planning for 
torque minimization of robot manipulators. For the algorithm, position constraints of robot manipulators should be 
given and the stability of robot manipulators should be satisfied. In order to avoid Runge’s phenomenon, we set up 
time interpolation points using Chebyshev interpolation points. After that, we found suitable angle which corresponds
to the points and then we got trajectories of joint's angle, velocity, acceleration using Lagrange interpolation method. 
We selected performance index for torque consumption optimization of robot manipulator. The method went through 
repetitive computation process to have minimum value of the performance index by calculated trajectory. Through
the process, we could get optimized trajectory to minimize torque and performance index and guarantee safety of the 
motion for manipulator performance.

Key Words : Iterative method, Lagrange interpolation method, Performance index, Trajectory planning, Torque 
minimization
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1. 서론 

재프로그래밍과 적용성 때문에 로봇 매니퓰레이터는 

많은 산업현장에 적용되고 있다. 특히 사람이하기 힘든 
위험한 작업분야에 많이 쓰이고 있다. 예를 들어, 건설현
장의 굴삭기, 하역장의 기중기와 자동화 공정에서 조립
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과 용접에 쓰이는 산업용 로봇들이 그것이다. 이러한 산
업용 로봇을 위해 진행된 많은 연구들 중에 대표적으로, 
M. Pettersson [1]은 산업용 로봇의 주요 설계인자인 팔 
길이, 모터, 기어박스를 최적화 알고리즘을 통하여 결정
하는 연구를 진행하였다. Alavandar과 Nigam [2]은 로
봇의 역기구학을 풀기 위해 Adaptive Neuro-Fuzzy 
Inference System(ANFIS)를 사용하였으며, Ghalia와 
Alouani[3]는 강건한 궤적 추적 제어를 위한 퍼지 로직
을 제안하였다. Cosner와 Tomizuka [4]는 산업용 로봇
을 위한 반복 제어를 개발하였고, Mendes [5]는 산업용 
로봇이 Euclidean space에서 움직이기 위한 강건한 위치 
제어기를 개발하였다.
이와 같이, 연구들이 그 동안 설계와 제어 분야에 많

이 소개되어 왔으나, 산업용 로봇의 작업 목적 (예를 들
어 작업시간, 에너지 등등)에 따른 궤적계획에 대한 연구
도 많이 진행되고 있다. 궤적계획은 로봇 매니퓰레이터
가 운동을 수행할 수 있도록 제어 시스템의 reference 
input을 설계하는 것이다. Zhang 외 [6]은 최소 시간과 
매끄러운 궤적을 얻기 위해서 관절토크 변화에 대한 제

한을 유사토크(pseudo torque)를 사용할 것을 제안하였
고, Constantinescu와 Croft [7]는 제어 입력을 시간에 대
한 경로 파라미터의 3차 미분으로 얻을 수 있는 pseudo 
jerk를 3차 스플라인 곡선으로 표현하여 flexible 
tolerance method를 사용하여 최적화 문제를 풀었다. 
Saramao와 Steffen 는 특정 기하학적 경로를 따른 연구
[8]와 동적 장애물을 회피하는 연구[9]를 시간과 기구적 
에너지를 다목적 함수로 정하여 최적화하여 진행하였고, 
이를 위해 비선형 운동방정식의 수학적 모델링을 사용하

였다. 하지만 서로 다른 물리량을 가진 두 목적함수를 최
적화에 사용한 문제점이 있다.

Sato 외 [10]은 에너지 최소화를 위해 로봇 매니퓰레
이터의 관절 궤적을 3차 B-splines 함수를 사용하였다. 
그러나 이 방법은 관절의 가속도와 토크의 궤적을 매끄

럽게 만들어 주지는 못한다. Izumi 외 [11]는 에너지 최
소화를 위한 각속도 함수를 근사화 시키기 위해 퓨리에 

급수 전개를 사용할 것을 제안하였고, 유전자 알고리즘
을 이용하여 최적화 문제를 풀었다. 유전자 알고리즘은 
전역적 최적화를 풀기 위한 방법으로 시간이 오래 걸리

는 단점을 가지고 있어, 작업 변경 시에 새로운 제어 입
력을 계산할 때 시간이 걸리는 문제점을 가지고 있다. 
Gasparetto와 Zanotto [12]는 에너지 최소화를 위한 전

체 궤적을 구성하기 위해 5차 B-splines을 사용하였으나 
실제 적용하기에 계산이 복잡한 문제점을 가지고 있다.
이 논문에서는 로봇 매니퓰레이터의 에너지 최소화를 

위한 각 관절의 위치, 속도, 가속도와 토크의 매끄러운 
궤적을 생성하기 위해 라그랑지 보간법을 이용한 알고리

즘을 개발하였다. 첫 번째로, 매끄러운 궤적을 위한 시간 
보간점을 설정하고 이에 해당하는 관절 각도를 계산한

다. 두 번째로, 계산된 관절각도와 시간 보간점을 라그랑
지 보간법을 통해 관절의 위치, 속도, 가속도의 궤적을 
생성한다. 세 번째로, 생성한 궤적을 입력으로 성능지표
를 계산한다. 이 과정을 성능지표가 최소값을 얻을 때까
지 반복한다. 이와 같은 방법을 통해서 에너지 최소화를 
위한 최적의 매끄러운 궤적을 짧은 시간 안에 얻을 수 

있었으며, 성능검증을 위하여 이전에 제안된 다항식 함
수를 이용한 방법과 비교를 하였다.

2. 토크 최소화를 위한 성능지표와 

알고리즘 

관절의 초기위치와 마지막 위치를 알고 그에 대한 초

기시간과 마지막 시간이 주어지면 라그랑지 보간법에 의

해서 로봇 매니퓰레이터 관절의 각도 함수를 얻을 수 있

으며, 비교를 위해 다항식 함수를 사용하였다. 그리고 토
크 최소화를 위한 로봇 매니퓰레이터의 성능지표를 설정

하였다.

2.1 성증지표

로봇 매니퓰레이터의 에너지 최소화를 위해서 각 관

절의 토크를 구해야한다. 이를 위해서 운동 방정식을 구
해야 하며, 여기서는 에너지 기반의 오일러-라그랑지 방
법(Euler-Lagrange method)를 사용하였고 그 과정은 다
음과 같다.



 
 


    ⋯     (1)

 




 (2)

여기서 L은 라그랑지안(Lagrangian)이고. i번째 링크에 
대한 운동에너지와 포텐셜 에너지는 다음과 같다.
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Algorithm1: Lagrange interpolation method for each joint angle of the robotic manipulators

Input: initial time  and final time  and their corresponding angle positions  

Output: searching PImin and corresponding optimal trajectory

1: ← 
2: Angular positions for time segments       PI   ;
3: for       do
4:    for       do
5:         ←AnglePosition 
6:           
7:    end for
8:     ←LagrangeInterpolation  

9:    PIi ←  PerformanceIndex   
10:     
11: end for
12: if PIPImin then
13:     ←OptimalParameters(PImin);
14: end if
15: Trajectory for PImin ← 

  



  

 

 (3) 

 


 (4)

는 링크 j의 질량중심에 대한 선속도이고, 는 링크 

j의 각속도이다. 는 링크 j의 질량중심에 대한 관성텐서

(inertia tensor)이고, 는 기준 좌표계에서 측정한 링크 j

의 질량중심에 대한 위치벡터이다. 식(3)과 식(4)를 식(1)
에 대입하여 운동 방정식을 유도하면 다음과 같다.

  (5)

여기서 과 은 각각 로봇 매니퓰레이터 관절의 각속도, 
각가속도이다. 는 symmetric positive definite 

inertial matrix이고, 은 Coriolos and centrifugal 
force에 의존하는 토크 성분이다. 다음항인 는 중
력 힘에 의존하는 토크성분이다. 그리고 오른쪽 항인 
가 로봇 매니퓰레이터의 관절에서 발생하는 토크이다.
우리의 목적은 로봇 매니퓰레이터의 토크 최소화를 

위한 최적 궤적을 찾는 것이다. 결론적으로, 목적함수로
는 매니퓰레이터의 토크를 최소화하기 위해 운동방정식

의 모든 항이 포함되어야 하며, 이를 위한 성능지표
(Performanc Index)는 각 관절에서 발생하는 토크에 대
한 함수로서 식(6)과 같이 정하였다[13].

Performance Index(PI) 




     (6)

여기서 는 로봇 매니퓰레이터의 j번째 관절에서 발생

하는 토크이다.
계산되는 로봇 매니퓰레이터의 관절토크에 대해서 각 

시간에 대한 성능지표를 얻기 위한 알고리즘 

Performance Index를 사용할 수 있
고, 이것으로부터 최소값을 얻을 수 있다.

2.2 라그랑지 보간법을 이용한 알고리즘

모두 알고 있는 것처럼 보간점이 증가하면 Runge 현
상이 일어난다. 이것을 회피하기 위해서 Chebyshev 보
간점을 사용하며, 이에 대한 함수는 다음과 같다.

 







 
≤ ≤

(7)

여기서 N은 시간 보간점의 수이고, 은 첫 번째 보간점

의 시간이다. 은 마지막 시간 보간점이며, i는 i번째 시

간 보간점이다.
시간 보간점 를 초기시간()과 마지막 시간() 사

이에 ←  알고리즘을 이용하여 설정

하고, discrete points인 관절의 위치 는 

AnglePosition  알고리즘을 이용하여 설

정한다. 시간 보간점과 대응되는 관절 위치로 아래와 같
이 라그랑지 보간법을 이용하여 로봇 매니퓰레이터의 관

절각도 함수를 얻을 수 있다.
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Algorithm2: polynomial function method for overall joint angle of the robotic manipulators

Input: initial time  and final time   and their corresponding angle positions  

Output: searching PImin and corresponding optimal trajectory

1: Angle positions       PI   
2: Giving research range   and step-length  of the polynomial parameter 

3: for        do

4:         ←  

5:        PIi ←  PerformanceIndex   
6:          
7:    end for
8: if PIPImin then
9:     ←OptimalParameters(PImin);
10: end if
11: Trajectory for PImin ←     






 (8)

≤≤≠  

≤≤≠
(9)

여기서 는 로봇 매니퓰레이터의 j번째 관절의 각도
이고, 는 라그랑지 보간법을 위한 i번째 다항식 차수이

다. 라그랑지 보간법의 오차는 다음과 같다.

  




 (10)

∈     




 (11)

식(5)의 관절각도의 1, 2차 도함수에 의해서 로봇 매
니퓰레이터의 각속도와 각가속도의 함수를 얻을 수 있다.
관절의 라그랑지 보간법을 이용한 전체 알고리즘과 

로봇 매니퓰레이터의 PI 최소화를 위한 최적의 궤적을 
찾기 위한 직접 반복법이 Algorithm 1에 주어져 있다.

2.3 다항식 함수를 이용한 알고리즘

라그랑지 보간법의 당위성을 입증하기 위해 로봇 매

니퓰레이터의 전체 관절을 다항식 함수를 사용하여 표현

하였다. 이를 이용하여 얻은 각도함수는 다음과 같다.







 (12)

여기서 는 다항식의 계수이다.

주어진 경계조건인 초기시간과 각도, 마지막 시간과 
각도에 의해서 다항식 함수의 계수 를 얻을 수 있다.

전체 관절의 다항식 함수를 이용한 전체 알고리즘과 

로봇 매니퓰레이터의 PI 최소화를 위한 최적의 궤적을 
찾기 위한 직접 반복법이 Algorithm 2에 주어져 있다.

3. 시뮬레이션 및 결과

라그랑지 보간법의 타당성을 증명하기 위해 

Algorithm 1과 Algorithm 2를 로봇 매니퓰레이터 시뮬
레이션에 사용하였다. 시뮬레이션을 통한 증명을 위해 
간단한 평면 3자유도 로봇 매니퓰레이터를 선택하였다.

3.1 로봇의 구조

제안한 방법은 Fig. 1에서 보는 것처럼 평면 3자유도 
로봇 매니퓰레이터에 적용하였다. 이 로봇의 파라미터는 
Table 1에 나타냈다.

Fig. 1. 3 degree of freedom robotic manipulator
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Table 1. Characteristics of the 3 axis robotic manipulator

link () 1 2 3

link length ( [m]) 0.2 0.4 0.2

link mass ([kg]) 1 2 1

mass center length ( [m]) 0.1 0.2 0.1

경계조건은 다음과 같다.

                            

                      

   
   

       (13)

라그랑지 보간법을 위해 5개의 시간 보간점과 식(9)
에서 4개의 라그랑지 차수를 설정하였다. 라그랑지 보간
법은 보간점이 많아지면 발생하는 Runge’s 현상을 회피
하기 위해서 식(7)의 Chebyshev 방법을 이용한 시뮬레
이션을 통해 시간 보간점을 얻어야 한다. 그 결과를 
Table 2에 나타내었다.

Table 2. Chebyshev interpolation points of time

Time 
interpolation points

    

Time 0 0.2588 0.5000 0.7071 0.9898

3.2 시뮬레이션 결과

라그랑지 보간법과 다항식 함수법 알고리즘을 사용한 

시뮬레이션 결과로서 최적 파라미터와 궤적을 찾을 수 

있었다. 그리고 제안한 방법의 타당성과 이점을 증명하
기 위해 두 방법의 비교를 수행하였다.
라그랑지 보간법에 대한 Algorithm 1을 이용하여 평면

상의 3자유도 로봇 매니퓰레이터의 관절 1, 관절 2와 관절 
3의 최적각도를 시뮬레이션을 통해 찾아내어 Table 3에 나
타내었다. 이 최적각도를 입력 값으로 매니퓰레이터의 관
절에서 발생하는 토크를 구하여 목적함수인 식(6)의 PI를 
최소화 시키는 최적궤적을 Fig. 2에 나타내었다. 그리고 
이에 대한 정량적인 수치로 69.6216을 얻었다.

Table 3. Optimal angular positions for the Lagrange 
interpolation method

Angular positions (degree)

Joints j     

1 0 11.4592 34.3775 45.8366 57.2958

2 0 57.2958 42.9718 28.6479 0

3 0 14.3239 42.9718 28.6479 0

Fig. 2. Optimal trajectory for the Lagrange interpolation 
method

다항식 함수법인 Algorithm 2를 통한 3자유도 로봇 
매니퓰레이터의 관절 1에서 관절 3까지의 식(12)의 다항
식 계수를 구하기 위해 Table 3과 같은 시간점을 이용하
였다. 이를 통한 최적화 파라미터를 Table 4에서 보여주
고 있고, PI 최소화를 위한 최적 궤적은 Fig. 3에 나타내
었으며, 그 정략적 값은 145.4126 이다.

Table 4. Optimal parameters of the polynomial function

Joints j
Parameters

  

1 -9.5608 10.5608 0

2 15.3390 -15.3390 0

3 -0.5487 0.5487 0
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Fig. 3. Optimal trajectory for the polynomial function 
method

Fig. 4. Optimal angular position, angular velocity and
angular acceleration of joint 1 for Algorithm 1 
and Algorithm 2

PI 최소화를 위하여 Algorithm 1과 Algorithm 2를 이
용한 각 관절의 최적의 각도, 각속도 그리고 각가속도에 
대한 그래프를 Fig. 4, 5, 6에서 보여주고 있다. 이 데이
터들은 운동방정식인 식(5)에 입력 값으로 들어가 토크
를 발생시키며, 최종적으로 PI 값을 계산하게 된다.

Fig. 5. Optimal angular position, angular velocity and 
angular acceleration of joint 2 for Algorithm 1 
and Algorithm 2
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Fig. 6. Optimal angular position, angular velocity and
angular acceleration of joint 3 for Algorithm 1 
and Algorithm 2

Algorithm 1과 Algorithm 2를 이용하여 PI를 최소화
시키기 위한 관절의 각도, 속도, 가속도를 나타내는 Fig. 
4, 5, 6의 데이터를 통해서 얻은 각 관절의 토크 값을 
Fig. 7에 나타내었다. 토크가 감소된 것을 좀 더 직관적
으로 살펴보기 위해서 각 관절에서 발생되는 토크에 대

해서 전체 합한 데이터를 Fig. 8에 나타내었다. Fig. 8에
서 보면 알 수 있듯이 라그랑지 보간법을 이용한 

Algorithm 1에 의한 토크가 훨씬 감소된 것을 확인할 수 
있다.

Fig. 7. Optimal torque consumption of joint 1 to joint
3 for Algorithm 1 and Algorithm 2
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Fig. 8. Total optimal torque consumption for 
Algorithm 1 and Algorithm 2
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Algorithm 1과 Algorithm 2를 이용한 PI의 값을 좀 
더 자세히 비교하기 위해 최종 위치까지 도달할 때까지

의 step을 100까지 늘려 시뮬레이션 해보았으며, 이에 
대한 데이터를 직관적으로 살펴보기 위해 Fig. 9에 그래
프로 표시하였다. 결과에서 보듯이 라그랑지 보간법을 
이용한 Algorithm 1에 대한 결과가 더 좋게 나온 것을 
확인할 수 있었다.
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Fig. 9. PI of the robotic manipualtor for Algorithm 1
and Algorithm 2

Algorithm 1은 라그랑지 보간법을 통한 시뮬레이션 
알고리즘이고, Algorithm2는 다항식 함수법을 통한 시
뮬레이션 알고리즘이다. 시뮬레이션 결과로부터 2가지 
방법 모두 매끄러운 각도, 각속도 그리고 각가속도를 만
족함을 알 수 있다. 그러므로, 로봇 매니퓰레이터의 관절 
토크 또한 엑츄에이터의 진동을 회피하는 것이 가능하

다. 또한, 라그랑지 보간법에 의한 PI는 다항식 함수법을 
이용한 것 보다 더 작았다. 이것은 다항식 함수법을 이용
한 것 보다 라그랑지 보간법을 이용한 것이 작업을 수행

하는데 있어 더 좋은 성능을 낼 수 있음을 말한다.

4. 결론

이 논문에서는 로봇 매니퓰레이터의 토크 최소화를 

위한 각 관절의 위치, 속도, 가속도와 토크의 매끄러운 
궤적을 생성하기 위한 방법을 논의 하였다. 이를 위해 라
그랑지 보간법을 이용한 Algorithm을 개발하였으며, 개
발한 Algorithm의 성능을 검증하기 위하여 이전에 제안
된 다항식 함수를 이용한 방법과 비교하였다.

개발된 Algorithm은 첫 째로, 매끄러운 궤적을 위한 
시간 보간점을 설정하고 이에 해당되는 최적의 관절 각

도를 찾아낸다. 두 번째는, 시간 보간점과 최적의 관절 
각도를 통해 라그랑지 보간법을 이용하여 각 관절의 각

도, 속도, 가속도의 궤적을 생성한다. 세 번째로, 생성한 
궤적을 운동방정식에 대입하여 PI에 관련이 있는 토크를 
생성하고 PI가 최소 값을 가질 때까지 반복하여 계산하
는 방식이다. 이 Algorithm을 통하여 계산된 전체 토크
와 PI의 값을 다항식 함수를 이용한 방법과 비교하여 개
발된 Algorithm의 성능이 우수함을 알 수 있었다. 이 결
과는 로봇 매니퓰레이터가 작업을 수행할 때 움직임의 

안전성과 매끄러움을 반드시 보장할 수 있다.
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