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복합재 라미네이트의 두께방향 열탄성 물성치 계산
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Analytical Determination of Out-of-Plane Thermo-elastic Properties for 
Laminated Composite Plate
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요  약  본 논문은 적층된 복합재 라미네이트의 두께방향(out-of-plane) 열탄성 물성치 계산식에 관하여 서술하였다. 다양한 
적층패턴을 유도된 계산식에 적용한 결과, 섬유방향이 단방향 0도로 구성된 라미네이트에서 총 플라이수 중 10% 이상이 
모두 90도 섬유방향으로 이루어져 있거나, 또는 15도 이상의 섬유방향으로 형성된 적층패턴을 가지는 라미네이트(Laminate)
의 두께방향 물성치를 복합재 라미나(lamina)의 단섬유방향과 직교하는 물성치(transverse property)로 가정하는 것은 적절하
지 않은 것으로 나타났다. 

Abstract  This paper presents analytical expressions for the determination of out of plane thermo-elastic properties
for conventional laminated composite plates. The approach follows that commonly accepted for in-plane properties.
Results over a variety of lay-ups reveals that it is poor assumption to use transverse tape lamina properties to represent
out of plane laminate properties for laminates with more than 10% plies oriented off-axis(90°) from uniaxial or for 
laminates with angle plies of 15° or greater.
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1. 서론

복합재료는 기존의 금속재료를 대체할 재료로 각광 

받고 있으며, 그 사용분야도 건설에서 항공분야에 이르
기까지 다양해지고 있으며, 전 세계적으로 수요가 확대
되고 있다. 특히 항공우주분야에서의 복합재료의 쓰임은 
무게 대비 높은 강성 및 강도의 재료의 특성으로 항공기

의 주구조물에 많이 적용되고 있다. 종전의 복합재료의 
연구가 하중을 받는 구조물의 설계에 초점을 둔 반면, 근
래의 복합재료의 쓰임에 대한 연구는 높은 정밀도가 요

구되는 통신안테나 구조물이나 허블망원경의 반사경에 

사용되었던 기존의 무거운 금속재료를 가벼운 복합재료

로 대체하는데 초점을 두고 있다[1-4]. 기존 연구방법에
는 복합재 유한요소해석을 위하여, 일반적으로 복합재 
물성치를 입력하는데 두께방향 물성치는 Fig. 1과 같이 
단섬유방향 라미나 물성치에 직교하는 물성치(transverse 
property)와 동일하다고 가정하고 있다. 이러한 가정은 
복합재료를 구성하는 섬유(fiber) 및 기지(matrix)의 강
성이나 컴플라이언스(compliance)를 통하여 하나의 플
라이(ply)로 구성되어 있다고 가정하는 경우에는 적절하
지만 여러장의 플라이를 적층하여 구성된 라미네이트의 

경우에는 복합재 적층패턴에 따라(섬유각도의 변화) 두
께방향 물성치가 동일하지 않으며 그로인해 구조물의 성

능에 영향을 줄 수 있다.  특히 허블망원경의 반사경이나 
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통신구조물의 설계 조건은 구조가 받을 외부하중을 고려

하여 설계되어야 할 뿐만 아니라, 반사판의 두께방향의 
변형표면은 열 팽창 등 내부하중에 의한 변형이 최소화 

되어야 제 기능을 발휘 할 수 있다. 따라서, 이러한 고정
밀도 반사표면이 요구되는 구조물의 설계/해석에는 정확
한 재료의 두께방향 물성치가 요구된다. 본 논문에서는 
보다 정확한 복합재 라미네이트 구조물의 거동해석에 적

용될 물성치 획득을 위하여, 일반적으로 사용되는 다양
한 대칭적층각(Symmetric)을 가지며 밸런스(Balanced)
한 라미네이트의 두께방향 물성치 계산식에 대하여 기술

하였다. 수식유도를 위하여 고전적층이론(Classical 
Laminate Theory)이 사용되었으며, 다양한 서적이 수식
유도를 위해 참조되었다[5-9]. 

Fig. 1. Orthotropic lamina with principal coordinate 
system

2. 두께방향 탄성계수 획득을 위한 이론

일반적으로 복합재는 얇은 각판을 가정하고 두께방향

의 응력 및 변형률은 고려하지 않은 2차 평면(x-y plane)
에서의 응력과 변형률의 관계식을 적용하고 있다. 본 논
문에서는 두께방향의 물성치 관계식을 유도하기 위해 일

반적인 응력과 변형률의 관계식을 이용하였다. 먼저, 일
반적인 응력-변형률 관계식은 다음과 같다. 
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수식의 유도를 위하여 정육면체로 이루어진 라미네이

트에 z 방향으로 단축하중이 Fig. 2와 같이 작용한다고 
가정하였다. 

Fig. 2. Deformation of a cubic laminate in z direction

이러한 두께방향 하중이 라미네이트에 작용할 때 Fig. 
2와 같이 하중이 작용하는 면과 라미네이트 측면의 변형 
후 형상은 직선이라고 가정하였다. 또한 Fig. 2와 같이 
라미네이트가 변형할 때 하중이 작용하는 면(normal)의 
길이가 변형하며 직선을 유지한다고 가정하였다. 아울러 
복합재 라미네이트내의 적층패턴이 대칭이고 밸런스 하

다고 가정하여 x-y 평면에 직교하는 코너 또한 변형이 
없다고 가정하고, 따라서 복합재 내의 평면전단 변형
(in-plane shear strain) 또한 존재하지 않는다고 가정하
였다. 앞선 가정처럼 두께방향의 하중만 존재하고 전단
응력 및 전단변형률이 없는 단방향 복합재료의 특성인 

직교이방성 재료의 응력-변형률 관계식은 다음식 
(1)~(3)과 같이 축소되어 정의된다.
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수식 4)에서 C=cos(θ), S=sin(θ) 그리고 θ는 플라이
의 섬유방향을 나타낸다. 라미네이트를 구성하고 있는 
플라이 두께는 얇기 때문에 는 z 방향에 관하여 독립

변수라 가정하고, 수식 (3)을 로 정리하면,
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수식 (5)를 수식 (1)과 (2)에 대입하여 정리하면,
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위 수식 (6)과 (7)의 는 참고하기 편리하게 정의하

였다.
Fig. 2처럼 라미네이트에 오직 응력 가 작용할 때, 

라미네이트를 구성하고 있는 각각의 플라이 경계면은 연

속성을 유지해야 하고, 각각의 플라이에 작용하는 변형
률 를 상수라고 가정했으므로 응력 또한 z 방향에 

독립변수라 할 수 있다.(constant for all layers)
따라서, x, y 방향 변형률  ,  그리고 응력 는 독

립변수 이므로 수식 (6)과 (7)을 두께방향으로 적분하면, 
수식 (8), (9)를 얻을 수 있다.
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는 수식 (10)과 같이 정의한다.

 
 


   

 



  (10)
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플라이의 두께이며, 

n은 플라이 개수를 의미한다. 수식 10)은 고전적층이론
의 확장강성계수(, Extensional Stiffness)의 유도 방

식을 동일하게 적용하였지만 고전적층이론에서 표현하

는  수식과는 다르다는 것을 밝혀둔다.

수식 (10)을 (8)에 대입하고, 를 제로로 하여 정리

하면,
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동일한 방법으로 수식 (10)과 (11)을 수식 (9)에 대입
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위해 임의로 정의하였다.(고전적층이론의 와 같은 수

식이 아님)

라미네이트내의 임의의 플라이(  layer)에 대한 두
께방향 변형률은 수식 (5)를 참조하여 유도될 수 있다.








 








 


 






 




임의의 플라이의 두께방향 변형은 ∆   임으
로, 총 두께에 대한 수식은 다음과 같다.

∆  
 

 ∆ (14)

따라서, 두께방향의 평균 변형률과 탄성계수는 다음
과 같이 정의할 수 있다.

 

∆



 

 ∆



 




 

(15)

 


 

 















 









 















(16)

위 결과로 두께방향의 포와송비 또한 얻을 수 있다.
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 





 

 















 









 













 

(17)

 





 

 















 









 













 

(18)

본 논문에서 유도된 수식은 적층패턴이 대칭

(symmetric)이며, 밸런스(balanced)한 라미네이트에만 
적용된다는 것을 밝혀둔다.

3. 두께방향 전단 탄성계수 획득을 위한 

이론

두께방향 탄성계수 수식은 Fig. 2와 같이 두께방향에 
작용하는 축방향 응력을 적용하여 수식을 유도하였다면, 
이번 장에서는 두께방향에 전단응력만 작용한다고 가정

하여 수식을 유도하였다.
라미네이트의 두께방향 전단응력 또는 가 작용

하고, 각각의 플라이에 그 전단응력이 동일하게 적용된
다고 가정하면, 변형률과 응력의 관계식은 다음과 같이 
정의할 수 있다.


  

 


 
 

  
  (19)


  

 


 
 

  
  (20)


, 

 그리고 
는 강성계수가 변환된 컴플라

이언스(compliance)이며, 
와 

은 두께방향 전단변

형률이다. 임의의 플라이(  ㅣlayer)의  두께방향 전단
변형은 동일한 플라이의 상부면에 대한 바닥변의 변위식

을 표현하는데 사용될 수 있다. 관련하여 정리하면,

∆    (21)

∆    (22)

라미네이트 전체에 대한 변위는,

∆  
 

 ∆  
 




  (23)

∆  
 

 ∆  
 




  (24)

따라서, 라미네이트 전체 전단변형률은 다음과 같이 
정의된다.

 

∆
 



 




  (25)

 

∆
 



 




  (26)

수식 (19)와 (20)을 수식 (25)와 (26)에 각각 대입하여 
정리하면,

  

 
 




  

 
 




  


   




    




 

(27)

  

 
 




  

 
 




  


   




    




 

(28)

라미네이트의 대칭이며 밸런스한 적층패턴의 특성에

서, 





    임으로, 따라서 두께방향 전단변형률

은 다음과 같이 정의된다.

    



    (29)

    



    (30)

와 
는 수식의 편리함을 위해 임의로 정의하였

고, 따라서 두께방향 전단계수는 다음과 같이 정의할 수 
있다.

    



 

 

(31)

    



 

 

(32)



복합재 라미네이트의 두께방향 열탄성 물성치 계산

2411

4. 두께방향 열팽창계수 획득을 위한 

이론

적층각이 대칭이며, 밸런스한 라미네이트에 온도하중
이 작용하면, 수식 (1)~(3)은 다음과 같이 정의할 수 있다.

 
 ∆ ∆
 ∆∆

(33)

 
 ∆ ∆
 ∆∆

(34)

 
 ∆ ∆
 ∆∆

(35)

라미네이트내에 온도가 변화할 때 두께방향으로의 하

중은 거의 없고 그로인해 발생하는 응력 도 거의 없기 

때문에 수식 (35)를 =0 으로 하여 정리하고 수식 (33)

과 (34)에 대입하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

 





 


 ∆






 


  ∆







 


 ∆

 ∆  ∆ ∆
(36)

 





 


 ∆






 


  ∆







 


 ∆

 ∆  ∆ ∆
(37)

과 
은 임의로 정의하였다. 수식 (36)과 (37)을 

두께방향으로 적분하여 정리하면, 

 
  
 

∆ (38)

 
  
 

∆ (39)

수식 (38)과 (39)의 
와 

는 다음과 같이 정의된

다.


 

 



      (40)


 

 



      (41)

온도변화로 인한 내부하중은 존재하지만 외부에서 작

용하는 하중은 없으므로(   ), 라미네이트 평

면방향(in-plane) 열팽창계수는 다음과 같이 정의할 수 
있다.


 ∆


 

 



 

(42)


 ∆


 

 



 

(43)

수식 35)에서,

 



 

 



  



 




∆

(44)

주어진 라미네이트 층내에 일정한 두께방향 변형률 

가 작용한다고 가정하면, 임의의 플라이층의 온도변화 

ΔT에 의한 두께변화는,

∆    (45)

그리고, 임의의 플라이의 스트레인 변형률과 총두께
에 대한 변화량은 각각 다음과 같다.


 




 




 







 








 





∆

(46)

∆  
 

 ∆  
 




 (47)

따라서, 두께방향 열팽창계수 수식은 다음과 같이 정
의할 수 있다.

  
∆ ∆

 

 
 
 

 















 

 






 







(48)
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5. 결과 및 고찰

본 논문에서 찾아낸 수식(16), (17), (18), (31), (32) 
그리고 (48)을 적용하여 섬유의 적층패턴을 달리하는 라
미네이트의 물성치 변화를 비교하였다. 두께방향 물성치 
계산을 위한 복합재료 플라이 물성치는 AS3501 복합재
가 사용되었고, 재료의 물성치는 Table 1에 표현하였다.

Table 1. AS3501 Material Properties

먼저 물성치 비교의 첫 번째의 경우는 00도(on-axis) 
섬유방향만으로 이루어진 라미네이트 적층패턴에서 900

도(off-axis) 섬유방향의 비율을 10%씩 높여가며 라미네
이트의 두께방향 물성치 변화를 Fig. 3과 같이 비교하였
다. Fig. 3의 결과를 얻기 위해 수식에 사용된 적층패턴
은 다음과 같다. 먼저 라미네이트가 100% 0도 방향으로
만 구성되어있다고 가정하고 [020], 90도 섬유방향의 비
율을 10%씩 증가시켰다(예: [020], [09,902,09], 
[08,904,08], [07,906,07],....[9020]). Fig. 3의 두 개의 수평
선은 라미네이트내의 섬유방향의 성분 비율을 나타낸 것

으로, 수평선의 위의 수치는 0도 방향의 섬유방향 비율
을 나타내고, 아래 수치는 그에 상응하는 90도 방향의 
섬유방향 비율을 나타낸다. Fig. 3에서의 결과와 같이, 
섬유방향이 모두 0도이거나 90도로 이루어진 라미네이
트의 경우 라미네이트의 두께방향 물성치값이 라미나 물

성치와 동일한 수치를 나타냄을 알 수 있다(E3, G31, G32, 
and ). 하지만 라미네이트를 구성하고 있는 총플라이

수 중 90도 섬유방향의 비율이 20% 이상이면 탄성계수 
물성치값이 최대 9.8%(1.34Mpa~1.456Mpa) 변화하고, 
전단 탄성계수의 경우에는 최대 50% 이상

(0.67Mpa~0.31Mpa), 그리고 열팽창계수의 경우 최대 
28%이상(1.6*10-5 ~2.058*10-5) 변화하는 것으로 나타났
다. 

a) E3

b) G33 & G31     

c)   & 

d) 
Fig. 3. Comparison of out-of-plane theomo-elastic 

properties, a)E3, b)G33 & G31, c)  &  , d)
  (initially 100% 0° plies and gradually 
increase percent of 90° plies by 10% 
increment)  
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두 번째는 라미네이트를 구성하고 있는 총플라이 수 

비율 중 섬유각도의 변화에 따른 물성치 변화의 민감도

를 찾기 위해 다음과 같이 적층패턴을 구성하고 라미네

이트의 두께방향 물성치 변화를 구하였다. 먼저 0도방향 
섬유각도를 가지는 섬유비율을 90%이상이라고 가정하
고, 나머지 10%의 섬유각도를 5도에서 90도까지 변화시
킨 후 물성치값의 변화를 체크하였다. 그 결과는 Fig. 4
에 나타내었고, 사용되어진 적층패턴은 다음과 같이 정
의하였다. 먼저 처음 조건은 100% 0도(on-axis) 섬유방
향 라미네이트를 가정하였고 [020], 0도 섬유방향 비율을 
90%로 고정 시킨 후 나머지 10%의 섬유비율에 해당하
는 섬유각도를 5도씩 점차적으로 증가시켜 물성치를 계
산하였다(예:[020], [09,52,09], [09,102,09], [09,152,09] 
[09,202,09] [09,252,09],....[09,902,09]). Fig. 4의 결과로 미
루어 보건데 라미네이트내의 섬유의 비율이 최소 10%
이고 섬유각도가 15도 이상의 라미네이트의 경우에 플
라이 두께방향 물성치값에서 급격히 벗어나는 것을 알 

수 있다. 
Fig. 3과 4의 결과로 미루어 볼 때, 라미네이트의 두

께방향 물성치는 라미네이트를 구성하고 잇는 적층패턴

(적층각, 섬유의 성분)에 영향을 받는 것으로 나타났다.

a) E3

b) G33 & G31

c)   & 

d) 
Fig. 4. Comparison of out-of-plane theomo-elastic 

properties, a)E3, b)G33 & G31, c)  &  , d)
  (set percentage of 0° plies is 90% and 
fiber orientation in rest of the 10% plies 
gradually increase by 5° increment upto 90°)

6. 결론

본 연구를 통해 단방향 복합재료를 적층한 라미네이

트의 두께방향 열탄성 물성치 계산식을 정리하였고, 라
미네이트의 두께방향 물성치는 플라이 수 대비 섬유방향 

성분과 비율의 영향을 받는 것으로 나타났다. 결과로 얻
어진 물성치 값들을 비교해 볼 때, 단방향 섬유성분
(100% 0도)으로 이루어진 라미네이트 물성치값은 라미
나의 물성치와 동일한 것으로 나타났지만, 단방향 섬유
방향(0도)과 직교하는(90도) 섬유 성분의 비율을 높여가
며 비교해 보면 기존에 물성치로 가정하는 플라이의 물

성치값보다 최대 10%이상 변화하는 것으로 나타났으며, 
전체 라미네이트를 구성하는 섬유 성분 중 단지 10%가 
15도 이상의 섬유방향으로 이루어진 라미네이트의 경우
에도 두께방향 물성치값이 변화하는 것으로 나타났다. 
본 논문에서는 다양한 적층패턴으로 인한 두께방향 

물성치의 변화를 보여주기 위해 섬유비율을 각각 0도, 
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90도로 제한하거나 또는 0도 이외의 섬유각도의 비율을 
최대 10%만 고려하여 물성치 변화를 계산하였지만, 일
반적으로 구조 설계에 적용되는 복합재료 적층패턴의 섬

유각은 최적화를 위해 [0도, ±45도, 90도]를 적층각으로 
사용하는 경우가 대부분이며, 구조의 강성 및 전단력, 굽
힘력 및 비틀림을 고려한 이상적인 섬유비율은 

[50%/40%/10%],[40%/40%/20%]또는 [30%/40%/30%]
의 비율이 많이 사용되고 있으며, 정밀도를 요구하는 광
학장비 구조물은 0도, 90도, ±45도 이외에 더 다양한 섬
유각을 사용하고 있으며 그 비율도 다양하기 때문에 정

확한 라미네이트의 두께방향 물성치가 요구된다. 그러한 
측면에서 본 연구에서 제시한 방법은 복합재 구조물에 

실질적으로 많이 적용되어지는 단방향 복합재를 이용한 

라미네이트의 두께방향 물성치를 얻는 데에 도움을 줄 

수 있을 것으로 예상되어 복합재 구조물 특히 복합재광

학(Composite Optics) 구조물의 설계 및 해석에 널리 활
용될 수 있을 것으로 예상한다.
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