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이항분포모형에 일반화된 카탈란 수를 적용한 

배리어 옵션의 가격 산정 

최승일
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Barrier Option Pricing with Binomial Trees Applying Generalized 
Catalan Numbers

 Seung-il Choi
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요  약  본 논문에서는 배리어 옵션의 가격 산정을 위해 이항분포모형을 사용한다. 경로의존형 옵션인 배리어 옵션의 가격 
산정을 위해서는 이항트리의 말단에서 역방향으로 진행하면서 개별 노드들의 옵션 가치를 계산하여 옵션 가격을 산정하게 

된다. 이항트리의 말단에서는 배리어 도달 여부를 판단하기 어려운데, 카탈란 수를 일반화하여 배리어에 도달하지 않은 경우
의 수를 구하고자 한다. 일정한 범위에서 움직이는 경로의 수를 파악하기 위해 카탈란 수에 상한과 하한을 부여하는 방식으
로 일반화한다. 이항분포모형에서 배리어 도달 여부는 가격 상승과 가격 하락 횟수의 차이가 일정한 범위에 있는지를 판단하
여 결정한다. 상한과 하한을 부여한 일반화된 카탈란 수를 활용하여 가격 상승과 가격 하락 횟수의 차이가 일정한 범위에 
있는 경우의 수를 구할 수 있으면, 이항트리 말단에서 배리어에 도달하지 않았을 확률을 계산할 수 있다. 이항트리 말단에서
의 옵션 가치와 배리어에 도달하지 않았을 확률을 이용하여 만기의 옵션 기대값을 계산하고 이를 현재 시점으로 할인하여 

배리어 옵션 가격을 구하게 된다. 이항분포모형을 이용한 기존의 방법은 중간 단계의 옵션 가치를 모두 계산해야 하지만,
일반화된 카탈란 수를 적용한 방법은 이항트리 말단에서의 옵션 가치만으로도 옵션 가격 산정이 가능하고 만기시점의 옵션 

행사 확률에 대한 분포를 얻을 수 있다. 상한과 하한을 부여하여 일반화된 카탈란 수는 배리어 옵션 가격 산정뿐만 아니라 
다양한 분야에 활용할 수 있을 것으로 기대된다. 
 
Abstract  Binomial trees are used to price barrier options. Since barrier options are path dependent, option values 
of each node are calculated from binomial trees using backward induction. We use generalized Catalan numbers to
determine the number of cases not reaching a barrier. We will generalize Catalan numbers by imposing upper and 
lower bounds. Reaching a barrier in binomial trees is determined by the difference between the number of up states
and down states. If we count the cases that the differences between the up states and down states remain in a specific
range, the probability of not reaching a barrier is obtained at a final node of the tree. With probabilities and option
values at the final nodes of the tree, option prices are computable by discounting the expected option value at expiry.
Without calculating option values in the middle nodes of binomial trees, option prices are computable only with final
option values. We can obtain a probability distribution of exercising an option at expiry. Generalized Catalan numbers
are expected to be applicable in many other areas.
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1. 서론 경로의존형 옵션인 배리어 옵션의 가격을 산정하기 

위해서는 가격 변동 경로에 대한 이해가 필요하다. 배리
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어 옵션의 가격을 구하는 방법에는 블랙숄즈모형을 가정

하고 일반옵션으로 복제 포트폴리오를 구성하는 방법, 
이항분포모형을 이용하는 방법, 편미분 방정식을 이용하
는 방법 등이 있다[1-3].
본 연구에서는 가격 변동 경로를 이해하기 쉬운 이

항분포모형을 적용하는데, 배리어에 도달하지 않은 경
우의 수를 구하기 위해 카탈란 수를 일반화하여 사용한

다. 카탈란 수는 n x n 정방 격자에서 대각선 위를 지나
지 않는 최단 경로의 수를 나타내는 것으로 여러 가지 

다른 의미로 해석될 수 있다[4-5]. 이러한 카탈란 수를 
일반화하려는 시도는 다양하게 이루어져 왔는데[6-7], 
본 연구에서는 기존의 방식들과는 다르게 일반화한다. 
배리어 옵션의 가격 산정을 위해 대각선의 위치를 이동

하여 상한과 하한을 부여하는 방식으로 일반화하고 이

를 이용하여 중간 단계의 옵션 가치를 산출하지 않고 

이항트리 말단에서의 옵션 가치만으로도 가격 산정이 

가능함을 보인다.
실물 경영환경에 적용하는 실물옵션에는 성장옵션, 

포기옵션, 연기옵션 등이 있는데, 포기옵션은 배리어 옵
션과 유사한 특징을 갖는다[8]. 실물옵션의 다양한 응용 
사례를 살펴보면[9-11], 본 연구를 실물옵션에도 적용할 
수 있을 것으로 기대된다. 

2장에서는 이항분포모형을 이용한 배리어 옵션의 가
격 산정 방법을 설명하고, 3장은 상한과 하한을 부여하
여 일반화된 카탈란 수의 정의와 특징을 살펴본다. 4장
에서는 상한과 하한을 부여하여 일반화된 카탈란 수를 

이항분포모형에 적용하는 방법과 이러한 방법의 장점에 

대해 설명한다.       

2. 배리어 옵션 가격 산정  

2.1 배리어 옵션 개념

배리어 옵션은 기초자산의 가격이 일정 기간 동안 일

정 수준에 도달했는지 여부에 의하여 이득이 결정되는 

옵션이다. 배리어 옵션은 녹아웃 옵션(knock-out option)
과 녹인 옵션(knock-in option)으로 구분된다. 녹아웃 옵
션은 기초자산의 가격이 일정 수준에 도달하면 효력이 

소멸되는 옵션이고, 녹인 옵션은 기초자산의 가격이 일
정 수준에 도달하면 효력이 발생하는 옵션이다. 
녹아웃 옵션은 상향녹아웃 옵션(up-and-out option)과 

하향녹아웃 옵션(down-and-out option)으로, 녹인 옵션
은 상향녹인 옵션(up-and-in option)과 하향녹인 옵션
(down-and-in call option)으로 구분할 수 있다.

2.2 이항분포모형을 적용한 가격 산정

이항분포모형은 CRR(Cox-Ross-Rubinstein)모형이라
고도 하는데, 기초자산의 가격변동이 이항분포를 따른다
고 가정한다. 먼저 옵션의 만기를 짧은 기간 로 나누
고, 매 기간 기초자산 가격이 에서 로 상승하거나 

로 하락한다고 가정한다. 가격이 상승할 확률은 이

고 가격이 하락할 확률은 이다. 위험중립가치평가 
원칙을 적용하여 모수   를 구해보면 다음과 같은 

관계를 얻는다[12].

 




     
    

이항분포모형에서   이고 행사가격 인 

유럽형 콜옵션의 가격을 산정하기 위해,   
   라고 가정하면 다음과 같이 옵션가격

을 구할 수 있다. 

Fig. 1. A Binomial Tree for European Call Option 

경로의존형 옵션인 배리어 옵션의 가격 산정에도 이

항분포모형을 유용하게 활용할 수 있다. 유럽형 옵션의 
이항트리에서 녹아웃 옵션은 배리어에 도달한 노드의 옵

션가격을 0으로 설정하여 가격을 산정한다. 배리어가 같
은 녹인 옵션과 녹아웃 옵션 가격의 합은 배리어가 없는 

유럽형 옵션의 가격이 되므로, 녹인 옵션의 가격도 구할 
수 있다.
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먼저 이항분포모형에서    이고 배리

어  인 하향녹아웃 콜옵션의 가격을 산정하기 위

해,      라고 가정하면 다음과 
같이 옵션가격을 구할 수 있다.  

Fig. 2. A Binomial Tree for down-and-out Call Option

이항분포모형에서    이고 배리어 

 인 상향녹아웃 콜옵션의 가격을 산정하기 위해, 
     라고 가정하면 다음과 같이 

옵션가격을 구할 수 있다.

Fig. 3. A Binomial Tree for up-and-out Call Option
  

3. 카탈란 수의 일반화  

3.1 카탈란 수 개념

m개의 1과 n개의 -1로 이루어진 수열 중 처음 k 개로 
이루어진 부분수열의 합이 모두 0보다 큰 경우의 수를 
으로 나타내기로 한다. 이러한 수 중 m과 n이 

같을 때 카탈란 수()라고 하고, 

으로 구할 수 있다. 카탈란 수는 n x n 정방 격
자에서 왼쪽 아래 모서리부터 오른쪽 위 모서리까지 대

각선 위로 가지 않는 최단경로의 수, (n+2)각형을 n개의 
삼각형으로 나누는 방법의 수, (n+1)개의 항에 이항연산
자를 적용하는 방법의 수 등을 의미한다.

3.2 카탈란 수의 일반화 방안

Bailey의 정의를 일반화하여 m개의 1과 n개의 -1로 
이루어진 수열 중 처음 k개로 이루어진 부분수열의 합이 
모두 L보다 크거나 같을 때 이라고 정의한다. 

이렇게 일반화한 카탈란 수는 일 때 0의 값
을 가지며 다음과 같은 관계를 만족한다.

       
  

n 
 m  0 1 2 3 4 5

0 1
1 1 1
2 1 2 2
3 1 3 5 5
4 1 4 9 14 14
5 1 5 14 28 42 42

Table 1. Generalized Catalan Numbers with L=0 

위에서 대각선 원소는 카탈란 수 이며, L=-1, L=-2

에 대해 일반화된 카탈란 수를 구해보면 다음의 결과를 

얻는다.

n 
 m  0 1 2 3 4 5

0 1 1
1 1 2 2
2 1 3 5 5
3 1 4 9 14 14
4 1 5 14 28 42 42
5 1 6 20 48 90 132

Table 2. C(m,n)L with L=-1 

n 
 m  0 1 2 3 4 5

0 1 1 1
1 1 2 3 3
2 1 3 6 9 9
3 1 4 10 19 28 28
4 1 5 15 34 62 90
5 1 6 21 55 117 207

Table 3. C(m,n)L with L=-2 
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m개의 1과 n개의 -1로 이루어진 수열 중 처음 k개로 
이루어진 부분수열의 합이 모두 L보다 작거나 같을 때 

이라고 정의한다. 1과 -1의 역할을 바꾸어 보

면  이 성립함을 알 수 있다. 

n 
  m  0 1 2 3 4 5

0 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6
2 2 5 9 14 20
3 5 14 28 48
4 14 42 90
5 42 132

Table 4. C(m,n)L with L=1 

n 
  m  0 1 2 3 4 5

0 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6
2 1 3 6 10 15 21
3 3 9 19 34 55
4 9 28 62 117
5 28 90 207

Table 5. C(m,n)L with L=2 

4. 일반화된 카탈란 수의 적용

4.1 카탈란 수 적용 사례

2장의 이항분포모형에서 제시한 하향녹아웃옵션과 
상향녹아웃옵션의 가격 산정 사례에서는 중간 노드의 

옵션 가격을 이용하였다. 하지만 4장에서는 만기 노드
에 도달하는 확률을 일반화된 카탈란 수를 적용하여 계

산한 후 만기에서의 기대값을 할인하여 옵션 가격을 산

정한다.  
먼저 이항분포모형에서    이고 배리

어  인 하향녹아웃 콜옵션의 가격을 산정하기 위

해,      라고 가정한다.  
가격 상승보다 가격 하락이 2번 이상 이루어지면 배

리어에 도달하므로 일반화된 카탈란 수에서 L=-2인 경
우를 고려한다. 위 그림에서  빨간 색으로 표시된 가격
은 배리어에 도달하여 옵션의 효력이 상실된 것을 나타

낸다. 

Fig. 4. Probabilities at expiry for down-and-out Call 
Option

만기 노드에서의 옵션 가치와 일반화된 카탈란 수를 

적용한 확률을 이용하여 만기에서의 기대값을 계산하고 

이를 으로 나누어 현재 시점으로 할인해 주면 하향녹

아웃옵션의 가격이 구해지는데 2.2절에서 계산한 값과 
일치한다.
이항분포모형에서    이고 배리어 

 인 상향녹아웃 콜옵션의 가격을 산정하기 위해, 
     라고 가정한다.

Fig. 5. Probabilities at expiry for up-and-out Call 
Option

가격 하락보다 가격 상승이 2번 이상 이루어지면 배
리어에 도달하므로 일반화된 카탈란 수에서 L=2인 경우
를 고려한다. 하향녹아웃 콜옵션과 마찬가지로 빨간 색
으로 표시된 가격은 배리어에 도달하여 옵션의 효력이 

상실된 것을 나타낸다. 
만기에서 옵션 행사가 가능한 노드가 하나 밖에 없는

데 이 때의 옵션 가치가 5이므로, 여기에 일반화된 카탈
란 수를 적용한 확률을 곱하여 만기에서의 기대값을 계
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산한다. 이 값을 으로 나누어 현재 시점으로 할인해 
주면 상향녹아웃옵션의 가격이 구해지는데 2.2절에서 
계산한 값과 일치한다.

4.2 카탈란 수를 적용한 산식

하향녹아웃 콜옵션과 상향녹아웃 콥옵션의 가격을 일

반화된 카탈란 수를 적용하여 산출하는 과정을 살펴보았

다. 이를 많은 수의 짧은 기간  으로 확대하
여 산식을 유도하면 다음과 같다.
먼저 배리어에 도달하기 위한 가격 상승과 가격 하락

의 횟수 차이를 구하여 L을 결정한다.
하향녹아웃 콜옵션의 경우 일반화된 카탈란 수를 적

용한 산식은 다음과 같다.











 

상향녹아웃 콜옵션의 경우에는 위 식에서 

을 
로 바꾸어 쉽게 산식을 구

할 수 있다.
하향녹아웃 콜옵션의 산식에서 를 

로 바꾸면 배리어가 없는 유럽형 콜옵션의 가격

을 구하는 산식이 되고 배리어가 같은 녹인 옵션과 녹아

웃 옵션 가격의 합은 배리어가 없는 유럽형 옵션의 가격

이 되므로, 를 사용하는 대신에

를 적용하면 하향녹인 콜옵션의 가격을 구

하는 산식을 얻게 된다. 
지금까지 콜옵션에 대해 살펴보았는데, 배리어가 있

는 풋옵션의 가격을 산정하기 위해서는 콜옵션에 대한 

산식에서 
 로 되어있는 부분을 


로 바꾸면 산식을 쉽게 유도할 

수 있다.

5. 결론

이색 옵션에 속하는 배리어 옵션의 가격을 산정하기 

위해 이항분포모형을 이용하였다. 기존의 방식은 이항트
리의 말단에서부터 역방향으로 진행하면서 개별 노드들

의 옵션 가치를 모두 구하여 옵션 가격을 산정한다. 이에 
반해 상한과 하한을 부여하여 일반화된 카탈란 수를 정

의하면 이항트리의 말단에서의 정보만으로 옵션 가격을 

구할 수 있다. 
먼저 상한과 하한을 부여하여 일반화된 카탈란 수를 

이용하여 이항트리의 말단에서 중도에 배리어에 도달하

지 않았을 확률을 구한다. 하향녹아웃 옵션의 경우는 하
한을 부여한 카탈란 수를, 상향녹아웃 옵션의 경우는 상
한을 부여한 카탈란 수를 이용한다.
이항트리의 말단에서의 옵션 가치와 배리어에 도달하

지 않았을 확률을 가지고 기대값을 계산한 후 현재 가치

로 할인하면 옵션 가격을 얻을 수 있다. 이러한 방식으로 
중간 단계의 옵션 가치를 계산하는 과정을 생략할 수 있

으며, 만기 시점 옵션 행사 확률에 대한 분포를 얻을 수 
있다. 또한 동일한 배리어를 가진 녹인 옵션과 녹아웃 옵
션 가격의 합은 배리어가 없는 유럽형 옵션의 가격이 되

므로, 녹인 옵션의 가격은 녹아웃 옵션의 가격으로부터 
구할 수 있다.
상한과 하한을 부여하여 일반화된 카탈란 수를 이항

분포모형에 적용하면 배리어 옵션의 가격을 보다 간편하

게 계산할 수 있으며, 카탈란 수의 다양한 응용 사례에서 
볼 수 있듯이 새로운 방식으로 일반화된 카탈란 수도 더 

많은 분야에서 활용될 것으로 기대된다.
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