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통계모델링 방법의 비교 연구
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1부산대학교 기계공학부

A Comparison Study on Statistical Modeling Methods

Yoojeong Noh1*

1School of Mechanical Engineering, Pusan National University

요  약  입력 랜덤 변수(input random variable)의 통계 모델링은 기계시스템의 신뢰성 해석(reliability analysis), 신뢰성 기반 
설계(reliability-based design optimization), 해석모델의 통계적 검정(validation) 및 보정(calibration)을 위해 반드시 필요하다.
대표적인 통계모델링 기법에는 Akaike Information Criterion (AIC), AIC correction (AICc), Bayesian Information Criterion, 
Maximum Likelihood Estimation (MLE), Bayesian 방법 등이 있다. 이러한 방법들은 기본적으로 주어진 데이터로부터 후보 
모델의 우도함수값을 이용하여 후보 모델 중 가장 적합한 모델을 선택하는 방법이며, 방법에 따라 데이터 수 혹은 파라미터
의 수를 고려하여 모델을 선정한다. 하지만 실제 현장에서 데이터의 통계모델링을 하는 엔지니어는 각 방법의 장단점에 대한 
이해가 부족하여 어떤 방법이 정확한 방법인지 몰라 통계모델링 수행 시 어려움이 있다. 본 논문에서는 다양한 통계모델링 
방법들을 비교하고 각 방법의 장단점 분석을 통해 가장 적합한 모델링 기법을 제안하고자 한다. 각 방법의 검증을 위해 다양
한 모분포를 가정하고 다양한 사이즈의 샘플을 임의로 생성하여 시뮬레이션을 수행하였으며, 실제 공학 데이터를 사용하여 
통계모델링 방법의 유효성을 검증하였다.

Abstract  The statistical modeling of input random variables is necessary in reliability analysis, reliability-based 
design optimization, and statistical validation and calibration of analysis models of mechanical systems. In statistical 
modeling methods, there are the Akaike Information Criterion (AIC), AIC correction (AICc), Bayesian Information
Criterion, Maximum Likelihood Estimation (MLE), and Bayesian method. Those methods basically select the best 
fitted distribution among candidate models by calculating their likelihood function values from a given data set. The
number of data or parameters in some methods are considered to identify the distribution types. On the other hand,
the engineers in a real field have difficulties in selecting the statistical modeling method to obtain a statistical model
of the experimental data because of a lack of knowledge of those methods. In this study, commonly used statistical
modeling methods were compared using statistical simulation tests. Their advantages and disadvantages were then 
analyzed. In the simulation tests, various types of distribution were assumed as populations and the samples were 
generated randomly from them with different sample sizes. Real engineering data were used to verify each statistical
modeling method. 
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1. 서론 

기계시스템의 신뢰성 해석이나 신뢰성 기반 설계를 

위해서는 시스템의 성능에 영향을 미치는 입력변수의 통

계모델링이 요구된다. 통계모델을 얻기 위해서는 입력변
수의 데이터가 필요하지만, 실제 현장에서는 실험 비용
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이나 많은 시간이 소요되므로 한정된 데이터를 이용하여 

통계모델링을 하게 된다[1-3].
통계모델링방법에는 검정법과 모델선택법 등이 있는

데, 검정법은 대상 모델의 적합성을 판단하는 절대적 방
법에 해당되며 모델선택법은 여러 개의 후보 모델 중 가

장 적합한 모델을 선택하는 상대적 방법에 해당된다. 검
정법은 모델선택법에 비해 일반적으로 정확한 모델을 찾

는데 많은 데이터가 요구되므로 모델선택법이 더 많이 

사용되고 있다.
모델선택법 중에서 가장 많이 사용되는 방법은 AIC, 

AICc, BIC, MLE, Bayesian 방법이 있다. 모든 모델선택
법은 우도함수(Likelihood function)을 이용하여 후보 모
델의 상대적 적합성을 판단하는데, 후보 모델의 분포가 
데이터 분포와 일치하면 할수록 우도함수 값은 더 커지

게 된다. MLE 방법은 우도함수 값 자체만을 비교하는데 
반해 AIC는 우도함수 값과 함께 모델의 파라미터 개수
(자유도)를 반영하여 Generalized Extreme Value 분포와 
같은 자유도가 큰 분포가 지나치게 오버 피팅(Over 
fitting)하는 경우를 고려하여 모델을 선택한다[4]. AICc
는 데이터 수를 고려한 보정된 AIC방법[5]에 해당되며, 
BIC 역시 우도함수 값, 파라미터 개수, 샘플 수를 고려하
여 모델을 선택한다[6]. Bayesian 방법은 우도함수를 파
라미터에 대해 적분하여 모델을 선택하는 방법이다[1,2].
다양한 통계모델링 방법에 대한 연구는 오랫동안 진

행되어 왔지만 각 방법에 대한 비교 분석이 없어 실제 

현장에서 통계모델링이 필요한 엔지니어에게는 어려움

이 많다. 그러므로 본 논문에서는 다양한 통계모델링 기
법의 장단점을 분석함으로써 현장에서 실험 데이터의 통

계모델링을 하는 엔지니어에게 적합한 통계모델링 기법

을  제안하고자 한다. 이를 위해 기존의 통계모델링 기법
에 대한 이론을 소개하고, 통계 시뮬레이션을 통해 각 방
법의 장단점을 비교하였다. 또한, 각 방법의 검증을 위해 
SHPH440 재질의 탄성계수 데이터를 사용하여 실험 데
이터에 대한 통계모델링을 수행하였으며, 각 방법을 적
용한 통계모델링 결과를 분석하여 설명하였다.

2. 본론

2.1 통계모델링 방법

2.1.1 MLE 

MLE 방법은 우도함수(L)를 사용하되, 음의 로그 우

도함수 값을 통계량으로 정의한다. 가장 적합한 모델은 
가장 큰 우도함수 값을 갖게 되므로 우도함수 값이 크면 

클수록 음의 로그 우도함수 값은 감소한다. 그러므로 
MLE 값이 가장 낮은 값을 가진 후보 모델이 데이터 분
포와 가장 적합한 모델로 선택된다. 여기서 각 후보모델
의 파라미터는 MLE 방법을 이용하여 최대 우도 값을 
갖는 파라미터가 선택된다.

 




 (1)

는 i 번째 데이터 xi 에서 k 번째 모델의 확률밀

도함수(Probability Density Function, PDF), n은 데이터 
수이다.

MLE 방법은 후보모델이 모분포보다 자유도가 높을 
경우, 후보모델의 우도값이 최대가 되는 다수의 파라미
터를 자유롭게 선택할 수 있으므로 파라미터의 개수가 

많은 후보모델이 모분포로 선정될 확률이 높으며, 데이
터 수가 적은 경우 더욱 그러한 경향은 강해지게 된다. 
그러므로 모분포의 자유도가 후보모델의 자유도보다 낮

은 경우 잘못된 모분포를 선택할 확률이 높다.

2.1.2 AIC 

AIC 방법은 가장 최소의 정보 손실(Information loss)
를 갖는 모델이 가장 데이터와 적합한 모델로 선택이 된

다. 가장 최소의 정보 손실을 갖는 모델은 가장 낮은 
AIC 값을 갖게 되므로 최소의 AIC값을 갖는 모델이 최
적의 모델로 선택된다[4].

  (2)

여기서 k는 후보모델의 파라미터 수이다.
AIC는 첫 번째 항에서 MLE 방법을 사용하지만 두 

번째 항에서 파라미터 수를 보정하므로 파라미터 수가 

높은 모델의 AIC 값에 페널티(Penalty)를 주어 자유도가 
높은 모델의 선택을 회피하도록 해준다. 만약 모분포가 
자유도가 높은 경우에는 이러한 패널티로 인해 오히려 

모분포가 선택되지 않을 수 있지만, 데이터가 증가할수
록 우도함수값이 커져 파라미터 수는 AIC 값에 큰 영향
을 미치지 않으므로 모분포를 정확하게 예측할 수 있게 

해준다. 하지만 AIC방법은 데이터 수에 대한 보정은 없
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으므로 작은 수의 데이터가 주어진 경우 정확도가 낮을 

수 있다.

2.1.3 AICc 

AICc 방법은 데이터 수를 반영하여 보정된 AIC 방법
에 해당되며, 데이터 수가 적은 경우 AIC 방법보다 더 
정확한 것으로 알려져 있다. AIC와 마찬가지로 최소의 
AICc값을 가진 모델이 가장 적합한 모델로 선택된다[5]. 




(3)

2.1.4 BIC

BIC 방법은 Bayesian 이론에서 우도함수와 사전분포
(Prior probability distribution) 이용하여 계산된 사후분
포(Posteior probability distribution)를 근사화하여 유도
된 통계량이다. 앞의 방법과 유사하게 최소의 BIC값을 
갖는 모델이 가장 적합한 모델로 선택되게 된다[6]. 

   (4)

AICc와 BIC 방법은 식 (3)과 (4)의 두 번째 항을 비록 다
르게 정의하지만 일반적으로 10개 이상의 샘플이 주어진 
경우 로그우도함수 값이 주로 AICc와 BIC 값을 결정하
므로 두 방법의 통계모델링 결과는 큰 차이가 없다.  

2.1.5 Bayesian method

Bayesian 방법은 Bayesian 이론을 이용하여 각 후보
모델에 대한 가설의 확률을 계산하여 이를 가중치로 표

현하는 방법이다. 앞의 방법과는 달리 Bayesian 방법은 
각 후보모델의 상대적 가중치를 계산하므로 가중치가 

높으면 높을수록 데이터와 가장 적합한 모델을 의미한

다[2].


 (5)

여기서 hk는 k번째 모델의 가설, D는 데이터, I는 사전정
보를 의미한다. 식 (5)에서 는 k 번째 모델이 

참일 가설의 확률, 는 우도함수, 는 

k번째 모델의 가설에 대한 사전정보, 는 정규 상

수이다. 식 (5)는 아래 식 (6)과 같이 가중치에 대한 계산
으로 표현될 수 있다[2].

 


 


∩







 (6)

여기서 는 
는 각 각 평균 μ의 도메인, k번째 모델

에서 μ의 도메인에 해당된다. 
본래 식 (5)는 각 파라미터에 대해 적분이 필요하지

만, 다중 적분은 수치적으로 계산이 어렵고 각 파라미터
에 대한 도메인을 결정하기가 번거로우므로 평균에 대한 

1차 적분으로 표현할 수 있다.[2] 식 (6)은 다양한 파라
미터에 대해 1차 적분으로만 표현하기 때문에 파라미터 
수에 대한 보정이 필요하다. 그러므로 본 논문에서는 
AIC에서 사용된 파라미터 보정 계수 2k 를 적용하여 아
래와 같이 가중치를 계산하였다.

′  (7)

식 (6)은 식 (2)에서    이므로 로그함수 
대신 우도함수값에 적용한 결과 이다. (6)에서 계산된 가
중치는 각 후보모델에 대한 상대적 가중치 계산을 위해 

정규 가중치(normalized weight)로 나타낸다.

′ ′




′× (8)

는 후보모델의 수이다.

앞의 방법들은 MLE방법을 이용하여 데이터로부터 
계산된 파라미터를 사용하여 통계량을 계산하지만, 
Bayesian 방법은 파라미터에 대한 적분을 수행하므로 
파라미터 값에 덜 민감한 결과가 도출된다. 그러므로 특
히 데이터 수가 적은 경우, 앞의 방법들보다 통계모델링
의 결과가 정확한 경우가 많다.

2.2 통계시뮬레이션 

각 방법의 비교를 위해 다양한 분포를 모분포로 가정

하였다. 사용된 분포는 Normal (NORM), Lognormal 
(LOGN), Weibull(WBL), Gamma(GAM), Extreme value 
(EV), Logistic(LOG), exponential (EXP), Generalized 
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extreme value(GEV) 분포를 포함해 8개이다. 통계모델링 
방법의 정확한 비교를 위해 8개의 분포는 평균(Mean), 
분산(Variance), 왜도(Skewness)와 첨도(Kurtosis)를 달
리하였다. 이 중 1개 파라미터를 갖는 분포는 EXP, 3개 
파라미터를 갖는 분포는 GEV, 나머지 분포는 2개의 파
라미터를 갖는다. 

Fig. 1 은 각 모분포의 PDF를 나타내며 각 함수의 파
라미터는 분포 이름 옆에 기입되어 있다. 각 모분포는 후
보모델로 사용되었으며 각 모분포로부터 n=10, 20, 30, 
50, 100개의 샘플을 1,000회 생성한 후 가장 적합한 모
델을 선택하였다.

Fig. 1. PDFs of populations

Fig. 2는 NORM과 LOGN 분포가 모분포인 경우 
n=10, 20, 30, 50, 100의 샘플을 1,000회 생성하여 모분
포를 채택하는 횟수를 채택률(Identification rate)로 나타
내었다. 여기서 점과 세모는 각각 NORM과 LOGN이 모
분포인 경우를 의미한다.

  

Fig. 2. Identification rates for NORM(50,10) and LOGN(4,0.3)

NORM이 모분포인 경우 Bayesian 방법이 가장 정확
했고, AIC, AICc, BIC 방법은 유사한 결과를 보였으며 
MLE 방법의 정확도가 가장 낮았다. LOGN이 모분포인 
경우 BIC가 가장 높은 채택률을 보였으며, MLE를 제외
한 다른 방법의 채택률 역시 유사한 결과를 보였다. 두 
가지 경우 모두 샘플 수가 증가함에 따라 모분포의 채택

률은 점점 증가하였다. 
MLE 방법이 채택률이 낮은 이유는 샘플 수가 적을 

경우 모분포의 자유도는 2(파라미터 개수)인데 반해 
GEV의 자유도는 3이므로 자유도가 더 높은 분포가 샘
플 분포와 더 유사해지므로 NORM보다는 GEV를 모분
포로 인식하게 된다. 하지만, AIC, AICc, BIC, Bayesian 
방법은 이러한 과도한 적합을 고려해서 보정된 방법이므

로 MLE 방법에 비해 모분포의 채택률이 더 높아지게 
된다.

NORM이 모분포인 경우 LOGN이 모분포인 경우에 
비해 상대적으로 모분포 채택률이 낮다. 이는 다수의 후
보모델이 NORM과 유사한 PDF를 갖기 때문이다. Fig. 
3을 보면 모분포와 다수의 후보모델의 PDF가 흡사하다
는 사실을 알 수 있다. 특히, 샘플 수가 적은 경우 모분포
를 정확하게 찾기 어려우므로 유사한 후보 모델이 선택

될 확률이 높아지게 된다. 후보모델의 PDF 형상의 유사
성은  Bayesian 방법의 정규 가중치 값을 비교해보면 알 
수 있다. Fig. 4는 전체 후보모델의 가중치 합이 100이 
되도록 각각의 후보함수의 가중치를 1,000회 동안 더해
서 10으로 나눈 값을 나타낸 그래프이다. 

Fig. 3. PDFs of candidate distributions for NORM(50,10)
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Fig. 4. Sum of normalized weights for NORM(50,10)

샘플 수가 증가하면 후보모델 중 모분포인 NORM과 
상이한 분포(EV)의 가중치는 감소하지만 모분포와 유사
한 분포들은 높은 가중치를 지속적으로 유지한다. 특히, 
NORM 분포의 PDF와 가장 유사한 GEV 분포는 샘플 
수가 증가함에 따라 오히려 가중치가 증가하는 경향을 

보인다. Fig. 3을 보면 모분포와 가장 가까운 모델은 
GEV, WBL, GAM, LOG 분포 이므로 NORM 분포를 
제외한 4가지 모델의 가중치가 크다. 그러므로 모분포 
채택률은 샘플 수가 n=10 인 경우에 10%에 불과하지만 
모분포와 유사한 분포인 GEV, WBL, GAM, LOG 분포
의 가중치를 더하면 70이상의 가중치 값을 가지며, 채택
율의 합 역시 70% 정도를 갖게 된다. Bayesian 방법과 
달리 AIC, AICc, BIC, MLE 모두 음의 로그 우도함수 
값을 이용하여 각 후보모델의 적합성을 판단하는데, 모
분포와 유사한 모델일수록 유사한 로그 우도함수 값을 

갖게 된다. 하지만 Bayesian 방법과는 달리 로그 우도함
수 값은 정규화 할 수 없어 본 연구에서는 Bayesian 방
법을 이용해서 계산된 가중치를 이용하여 각 후보모델의 

유사도를 검증하였다.
NORM 분포는 유사한 분포가 많아 모분포의 채택률

이 낮았지만, LOGN은 GAM과 GEV와는 유사하지만 
이외의 후보모델의 PDF 형상이 다소 상이(Fig. 5)하므
로 샘플 수가 적은 경우에도 모분포의 채택률이 상대적

으로 높다. LOGN과 유사한 모델인 GAM과 GEV 분포
의 가중치를 보면 샘플 수가 증가함에도 불구하고 점점 

증가하면서 일정 수준의 가중치를 유지한다는 사실을 알 

수 있다. 

Fig. 5. PDFs of candidate distributions for X~LOGN(4,0.3)

Fig. 2에서 특히 LOGN이 모분포인 경우 BIC의 모분
포 채택율이 높다. 그 이유는 GEV가 LOGN과 유사해서 
GEV를 모분포로 선택할 확률이 높은데도 불구하고 BIC 
가 다른 방법에 비해 GEV에 대한 패널티값이 크므로 
LOGN을 모분포로 선택하는 빈도가 더 높기 때문이다. 

Fig. 6. Sum of normalized weights for X~LOGN(4,0.3)

비록 유사한 후보모델이 적합한 모델로 선택된다고 

하더라도 이로 인한 신뢰성 해석 결과와 설계 결과 역시 

모분포를 사용한 결과와 유사[1,2]하므로 유사한 모델을 
해석과 설계에서 사용된다고 해서 문제가 되지 않는다. 
마찬가지로 WBL과 GAM 분포의 모분포 채택률을 

보면 AIC, AICc, BIC, Bayesian 방법은 유사한 채택률
을 가지지만 MLE는 그에 비해 낮은 채택률을 보인다는 
사실을 확인할 수 있다. Bayesian방법은 WBL 이 모분
포인 경우 가장 높은 모분포 채택률을 가지며, GAM 이 
모분포인 경우 MLE를 제외한 방법들은 유사한 모분포 
채택률을 가진다. 특히 GAM 이 모분포인 경우 WBL에 
비해 전반적으로 낮은 모분포 채택률을 얻는다. 이러한 
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경향 역시 NORM과 동일한 이유로 WBL에 비해 GAM 
분포의 PDF와 유사한 후보 모델이 다수 있으므로 발생
한 것이라고 볼 수 있다. 
특히 WBL이 모분포일 때 Bayesian 방법이 다른 방

법에 비해 모분포 채택률이 높은 이유는 왜도가 높은 비

대칭 분포는 대칭인 분포에 비해 고차의 모멘트계산이 

필요하므로 적은 샘플 수로 모분포를 찾아내기가 쉽지 

않다. 분포의 비대칭성이 클수록 샘플의 평균값은 모분
포의 평균값과는 다른 경우가 많아 우도 값을 기반으로 

하는 AIC, AICc, BIC, MLE 방법은 잘못된 모델을 선택
하는 경우가 다수 있다. 반면 Bayesian은 우도함수를 평
균에 대해 적분하므로 샘플의 평균값이 모분포의 평균값

과 다르더라도 다른 방법에 비해 더욱 정확하게 모분포

를 찾을 수 있다. 

Fig. 7. Identification rate for WBL and GAM

EV가 모분포인 경우 Bayesian, BIC, AICc, AIC 순서
로 높은 모분포 채택률을 가진다. EV가 모분포인 경우
에도 Bayesian 방법의 정확도가 높은데, 그 이유 역시 
모분포의 비대칭성으로 인해 파라미터에 대한 적분을 사

용하는 Bayesian 방법이 주어진 샘플로부터 계산된 파
라미터를 사용하는 AIC, AICc, BIC, MLE 방법에 비해 
파라미터에 덜 민감하기 때문이다. LOG 가 모분포일 경
우 NORM과 GAM 의 모분포 채택률 결과와 유사하게 
분포의 대칭성으로 인해 MLE를 제외한 모든 방법이 유
사한 모분포 채택률을 가지게 된다.

Fig. 8. Identification rate for EV and LOG

모분포가 EXP인 경우(Fig. 9) EXP의 왜도는 상당히 
크므로 앞의 EV 경우처럼 Bayesian 방법은 n=10일 때 
모분포의 채택률이 100%에 가까운 반면 나머지 방법들
은 40-70%의 채택률을 가진다. GEV가 모분포인 경우 
Bayesian 방법은 높은 자유도를 갖는 GEV에 대한 페널
티로 인해 다른 방법에 비해 모분포 채택률이 다소 낮다. 
하지만, 샘플수가 증가함에 따라 AIC, AICc, BIC 의 채
택률과 유사한 결과를 가지게 된다. 

Fig. 9. Identification rate for EXP and GEV

2.3 공학예제 

구조용 강의 탄성계수는 기계 시스템의 해석 및 설계

에 있어 가장 기본적인 재료 물성에 해당된다. 일반적으
로 강 재질의 탄성계수의 대푯값은 주어져 있지만 실제 

회사에서 실험 데이터를 공유하고 있지 않으므로 분포 

종류와 파라미터에 대한 정보는 얻기 어렵다. 회사에서
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는 통계적 정보를 얻기 위해 재료 시험을 하지만 시험 

비용이나 많은 시간 소요로 인해 제한된 데이터를 사용

하는 경우가 많다. 본 연구에서는 자동차용 구조용 강인 
SAPH440 재질의 탄성계수 데이터 22개[7]에 대해 모델
선택법을 적용하여 통계모델링을 수행하였다.
통계모델링 결과 평균값은 208.06 GPa, 변동계수는 

2.3% 이며 각각의 모델 선택법을 이용하여 얻은 통계모
델링 결과는 Table 2에 나타내었다. 통계 모델링 결과 
데이터와 가장 적합도가 높은 순위는 LOG, LOGN, 
GAM, NORM 이다. 일반적으로 영의 계수는 NORM이
나 LOGN 분포를 가장 많이 사용하는데[7], 본 논문에서 
사용된 데이터는 평균 주위에 데이터가 밀집되어있고 대

칭적인 분포 형태를 가지므로 LOG 분포가 가장 적합한 
모델로 선택되었다. 22개의 데이터의 히스토그램과 
LOG, LOGN, GAM, NORM 분포의 PDF를 비교해 보
면, 4개의 모델 모두 데이터 분포과 유사하며 EV, WBL, 
EXP 분포가 데이터 분포와는 상이하다는 사실을 확인
할 수 있다. 

 Table 1. Results of statistical modeling
Dist. AIC AICc BIC MLE BAY

NORM 134.42 135.05 136.60 65.21 0.168

LOGN 134.17 134.80 136.35 65.08 0.191

WBL 142.41 143.05 144.60 69.21 0.0

GAM 134.22 134.85 136.41 65.11 0.184

EV 143.35 143.98 145.53 69.11 0.0

LOG 132.22 132.85 134.40 64.11 0.386

EXP 280.87 281.07 281.96 139.43 0.0

GEV 136.21 137.54 139.48 65.10 0.069

Fig. 10. Histogram of data and PDFs of candidate models

3. 결론

본 논문은 입력 변수의 통계모델링 방법 중 가장 많이 

사용되고 있는 AIC, AICc, BIC, MLE, Bayesian 방법에 
대해 이론적으로 연구하고 각 방법의 비교 분석을 위해 

통계 시뮬레이션을 수행하였으며 결과는 다음과 같이 요

약할 수 있다.

1) MLE 는 자유도가 높은 GEV 분포를 과도하게 피
팅하여 다양한 종류의 모분포에 대해 모분포 채택

률이 현저히 낮았지만 AIC, AICc, BIC, Bayesian 
방법은 비교적 높은 모분포 채택률을 가졌다. 

2) 모분포가 대칭인 NORM, LOG, GAM 분포인 경
우 MLE를 제외한 4가지 방법의 정확도는 유사하
였으나 왜도를 갖는 비대칭적 분포인 EV, WBL, 
EXP 분포의 경우 Bayesian 방법이 나머지 방법에 
비해 높은 모분포 채택률을 가졌다. 

그러므로 데이터 분포의 대칭성이 있다면, 어떤 방법
을 사용해도 유사한 통계모델링 결과를 얻지만, 비대칭
적인 분포인 경우 Bayesian 방법이 가장 추천할만한 통
계모델링 방법이라 할 수 있다.
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