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능동 슬라이딩 모드 제어기를 이용한 변형된 Lorenz 카오스 동기화
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요  약  카오스는 비선형 과학 분야에서 매우 중요한 주제 중의 하나이며, Lorenz가 처음으로 소개한 이후 집중적으로 연구되
어지고 있다. 카오스 시스템의 한 특성은 카오스 시스템에 의해 생성된 신호는 다른 어떤 시스템과 동기화되지 않는다는 
것이다. 따라서 두 카오스 시스템은 서로 동기화되는 것이 불가능한 것처럼 보이지만, 만약 두 시스템이 적절한 방법으로 
정보를 교환한다면 이 두 시스템은 동기화가 가능하다. 본 논문에서는 능동 제어와 슬라이딩 모드 제어, 그리고 리아프노프 
안정도 이론을 기반으로 하는 변형된 Lorenz 카오스 시스템의 동기화 문제에 대해 다룬다. 동기화를 위해 고려한 기법은 
선형상태 오차 변수에 의해 짝을 이룬 구동시스템과 응답시스템으로 구성된다. 이를 위해 우선 대상 카오스 시스템에 대해 
간단히 살펴본다. 다음으로 능동제어, 슬라이딩 모드 제어 기법을 이용한 카오스 시스템의 동기화와 채터링 문제를 해결하기 
위한 제어 방법을 도출한다. 전체 폐루프 시스템의 점근적 안정도는 리아프노프 안정도 이론에 의해 증명한다. 컴퓨터 시뮬레
이션은 제안한 방법의 타당성을 확인하기 위해 그래픽으로 제시한다.

Abstract  Chaos is one of the most significant topics in nonlinear science, and has been intensively studied since
the Lorenz system was introduced. One characteristic of a chaotic system is that the signals produced by it do not
synchronize with any other system. It therefore seems impossible for two chaotic systems to synchronize with each 
other, but if the two systems exchange information in just the right way, they can synchronize. This paper addresses
the problem of synchronization in a modified Lorenz chaotic system based on active control, sliding mode control, 
and the Lyapunov stability theory. The considered synchronization scheme consists of identical drive and response
generalized systems coupled with linear state error variables. For this, a brief overview of the modified Lorenz chaotic
system is given. Then, control rules are derived for chaos synchronization via active control and slide mode control
theory, with a strategy for solving the chattering problem. The asymptotic stability of the overall feedback system
is established using the Lyapunov stability theory. A set of computer simulation works is presented graphically to
confirm the validity of the proposed method.
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1. 서론 

카오스 이론(chaos theory)은 1960년대 미국의 기상

학자 Lorenz[1]가 유체역학의 이론을 바탕으로 일기예
보의 이론적 예측을 시도하면서 미묘한 초기상태의 차이

가 날씨모델(weather model)에 예측 불가능한 큰 변화를 
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일으키게 되는 현상을 발견하고 이를 이론으로 정립하면

서 발전하였다. “갈매기가 한번 한 날갯짓이 날씨를 영
원히 변화시키기 충분하다”고 말한 후에 이 표현이 나비
효과(butterfly effect)로 바뀌었다. 이 Lorenz 모델은 우
연적인 변화 요인이 거의 없음에도 불구하고 시간이 지

나면서 때때로 무작위 상태가 되어가는 것을 구체적으로 

보인 것으로 이는 아주 사소한 것도 후에 큰 사건으로 

비화될 수 있다는 것과 장기예측은 그만큼 어렵다는 두 

가지 의미를 내포하는 것이다. 
Lorenz 모델이 처음으로 발표된 이후에 카오스 거동

은 비선형 시스템의 해석에서 중요한 주제 중의 하나로 

관심을 받아 왔고, 일반적으로 초기조건의 작은 변화에
도 민감한 특성을 갖는 것으로 알려져 있다.
지금까지 알려진 대표적인 카오스 시스템은 Chen 시

스템[2], Liu 시스템[3], Rössler 시스템[4], Lü-Chen 시
스템[5] 등으로 모두 3차원 변수로 구성되어지며, 초기
상태에 따라 민감하게 반응하는 특징을 갖는다. 
지난 20여 년 동안 비선형 시스템의 카오스 거동[6-7]

은 연구자의 흥미와 관심의 대상이 되어 왔으며 카오스 
시스템의 적용분야로 통신보안[8-9], 암호체계[10], 생물
학[11], 로봇[12-13], 신경회로망[14] 등 과학, 공학분야 
뿐만 아니라 실생활에도 널리 응용되고 있다. 
본 논문에서 다루는 동기화 문제는 처음으로 Pecora

와 Carroll[15]이 제시한 이후 많은 관심을 받는 분야로 
보안통신과 시스템식별 등에 적용되고 있으며, 동기화 
방법으로 비선형 피드백(nonlinear feedback)[16-17], 능동 
제어(active control)[18-20], 백 스텝핑(back stepping)[21-22], 
슬라이딩 모드 제어(SMC; sliding mode control) 
[23-25] 등이 대표적이라 할 수 있다.
본 논문에서는 카오스 시스템의 동기화를 위해 구동-

응답(drive-response) 기법을 사용한다. 이 기법은 상태 
오차 변수에 의해 서로 짝을 이룬 구동 시스템과 응답시

스템으로 구성된다. 동기화 목적은 구동 시스템과 응답 
시스템의 오차를 기반으로 응답 시스템에 제어입력을 인

가하여 구동시스템의 상태로 추종하게 하는 것이다. 
한편, 제어기법으로는 능동 슬라이딩 모드 제어기를 

적용한다. 이는 슬라이딩 모드 제어기를 위한 적절한 능
동제어기를 선정하고, 이를 이용해 동기화를 위한 슬라
이딩 모드 제어기와 결합하는 것이다. 
특히, 일반적인 슬라이딩 모드 제어에서 불연속적인 

제어로 발생하는 채터링(chattering) 현상을 억제하면서, 

슬라이딩 평면에 빠른 시간에 도달하게 할 수 있도록 한

다. 또한, 제어기를 포함한 전체 폐루프 시스템의 안정도
는 리아프노프 이론을 기반으로 해석한다. 마지막으로 
제안하는 방법을 이용하여 컴퓨터 시뮬레이션을 실시하

고, 이를 통해 제안하는 방법의 타당성을 검증한다. 

2. 카오스 시스템의 특성

본 논문에서 다루는 카오스 시스템은 식 (1)과 같은  
Lorenz 모델[1]의 변형된 종류(family)이다.  

 

  (1)

 

여기서 x, y, z는 상태변수, a와 b는 양의 실수이다. 
식 (1)을 보면  로 표현되는 비선형 항이 2개 

포함된 전형적인 비선형 시스템이다. 만약 a와 b 모두 
0.5의 값을 가질 때[24] 그 고유치는    , 

  ±가 되어 불안정한 특성을 보인

다. 그러나  카오스 시스템의 특성상 무한히 발산하는 형
태는 아니다. 
이 카오스 시스템의 거동특성을 더 자세하게 살펴보

기 위해 위상 궤적을 Fig. 1에 나타내었다. 
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Fig. 1. Portraits of the chaotic system
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Fig. 2는 Wolf 등[25]이 제안한 리아프노프 지표
(lyapunov exponents, LS)를 나타낸 것으로 이 지표 중
의 하나가 양수이면 카오스 특성을 나타내며 그림을 통

해 이를 확인할 수 있다.
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Fig. 2. Lyapunov exponents of the chaotic system

Fig. 3은 초기상태가   인 경우와 

×  인 경우의 시간응답을 나타

낸 것이다. 일반적으로 카오스 시스템은 초기상태의 선
택에 영향을 많이 받게 되는데, 이 시스템도 아주 작은 
초기상태 차이임에도 불구하고, 매우 민감한 동적 거동
특성을 보여주고 있다. 
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Fig. 3. Responses of the chaotic system starting from 
different initial conditions

3. 능동 슬라이딩 모드 제어기 설계

3.1 구동-응답 시스템

본 논문에서는 서론에서 설명한 것과 같이 카오스 시

스템의 동기화를 위해 구동-응답 유형을 적용하기로 한
다. 따라서 식 (1)로 표현된 카오스 시스템을 구동 시스
템으로 가정하고, 이를 편의상 벡터 로만 표시하면 다
음과 같다. 

  (2)

여기서    
∈ , 





  
  
  




,










 




∈   이다.

한편, 식 (3)은 응답 시스템으로 간주한다. 

  (3)

여기서    
∈는 응답시스템의 상태벡터, 

   ∈는 응답시스템을 구동시스템과 동기
화를 위해 설계하는 제어입력이다. 

Fig. 4는 본 논문에서 카오스 시스템의 동기화를 위해 
적용하는 동기화 기법의 개념도를 그림으로 나타낸 것이다. 

  Drive system

Response system

Active sliding 
mode controller

e

u

Fig. 4. The drive-response synchronization scheme

동기화 오차 신호는 Fig. 4에 나타낸 것과 같이 식 (4)
로 정의한다.

   (4)

오차 시스템은 다음과 같이 표현할 수 있다.
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  (5)

여기서     







 
 




이다.

이제 카오스의 동기화는 식 (6)을 만족시키는 제어입
력 를 설계하는 문제로 재정립 할 수 있다. 

lim
→∞
∥∥ (6)

이때 ∥·∥은 Euclidean norm을 의미한다.

3.2 능동 제어기 설계

능동 제어(active control) 설계법을 이용한 제어입력
은 식 (7)과 같이 선정하는 것이 가능하다. 

   (7)

식 (7)을 식 (5)에 대입한 후 정리하면 식 (8)과 같다. 

   (8)

결국 카오스의 동기화 문제는 식 (8)의 선형 시스템에 
적절한 신호  를 인가하여 →으로 안정화 시키는 

문제로 생각할 수 있다. 또한, 이것이 가능하다면 식 (2)
의 구동시스템과 식 (3)의 종속시스템이 최종적으로 동
기화될 수 있다는 것을 의미한다. 
 를 결정하는 방법으로는 여러 가지가 있을 수 

있으나 본 논문에서는 구현이 용이하고, 응답이 빠르며, 
양호한 과도상태 응답과 외부 외란 및 파라미터 변동에 

대한 강인한 성능을 갖는 슬라이딩 모드 제어 기법을 적

용한다. 
슬라이딩 모드 제어의 일반성을 유지하기 위해  

를 식 (9)와 같이 정의한다.

   (9)

여기서    ⋯  
로 행렬의 쌍  가 가제

어하도록(controllable) 선정하는 이득 벡터 이고, 
∈는 다음 식을 만족하는 제어입력이다.

 
     

     
(10)

여기서  는 스위칭 평면(switching surface)을 의미
한다. 

3.3 슬라이딩 평면 설계

슬라이딩 평면은 슬라이딩 모드 제어 기법을 적용하

며 다음과 같이 정의한다.

      (11)

여기서    로 설계자가 선정하는  상수벡터

이다.
등가제어(equivalent control)에 의한 접근법은 상태궤

적이 스위칭 평면     위에 머물기 위한 필요조건

인   으로부터 알 수 있다. 따라서 슬라이딩 모드 
제어 시 제어 시스템은 다음 두 조건을 만족하게 된다. 

       (12)

식 (8)과 식 (9)를 이용하여 정리하면 식 (13)과 같이 
나타낼 수 있다.

 

     (13)

식 (13)을 에 대해 정리하면 등가제어 입력 
는 다음과 같이 유도된다.

  
 (14)

이때 은 반드시 존재해야 하는 행렬이다.
식 (14)를 식 (8)에 대입하면 오차 시스템에 대한 폐

루프 시스템을 다음과 같이 얻을 수 있다. 

     (15)

여기서 는 단위행렬을 의미한다. 식 (15)에서 상수 벡

터 를 행렬  의 모든 고유치가 음의 
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실수부를 갖도록 선정하면 식 (15)는 점근적으로
(asymptotically) 안정하게 됨을 알 수 있다.

3.4 슬라이딩 모드 제어기 설계

논문에서는 사용하는 도달법칙(reaching raw)은 비례
율 도달 법칙으로 식 (16)과 같다. 

     (16)

여기서 ·는 부호함수(sign function)이며, 슬라이
딩 모드의 이득  ,   은 슬라이딩 조건을 만족
해야 하고, 슬라이딩 모션(sliding motion)이 발생하도록 
선정해야 한다. 
이때 이 너무 크게 선정되면 채터링(chattering) 현

상이 발생하고, 는 채터링이 발생하지 않으면서 슬라
이딩 평면에 빠른 시간에 도달하도록 적절하게 선정해야 

한다. 
비례율 도달 법칙은 식 (16)에서 확인할 수 있듯이 상

수율 도달 법칙(constant rate reaching law)인 
 에 비례항  가 추가된 형태이므로 상태

변수가 슬라이딩 평면에 도달하는 시간이 상수율 도달 

법칙 보다 짧은 장점을 갖는다. 
식 (13) 및 식 (16)에 의해 제어입력 는 다음과 

같이 얻어진다. 

     (17)

3.5 안정도 분석

식 (17)을 식 (8)에 대입한 후 정리하면 제어기가 포
함된 전체 시스템은 다음과 같이 정리가 가능하다.

    (18)

리아프노프(Lyapunov) 안정도 이론을 이용하여 식 
(11)로 표현되는 슬라이딩 모드의 안정성을 확보하기 위
해 다음과 같은 양의 한정(positive definite)인 리아프노
프 후보함수를 정의한다.

  


 (19)

명확하게,   이 되고, 후보함수의 미분은 다음
과 같다.

          (20)

리아프노프의 안정도 이론에 의해 슬라이딩 모드 제

어는 안정하고, 식 (6)을 만족하는 것을 의미한다. 즉, 모

든 초기치  ∈에 대하여 점근적으로 안정하게 
된다. 이는 식 (2) 및 식 (3)으로 각각 표현되는 구동 시

스템과 종속시스템이 모든 초기치   ∈에 
대하여 전역적, 점근적으로 동기화 될 수 있음을 의미한다. 

4. 시뮬레이션 및 분석

시뮬레이션은 2가지에 대해 실시하여, 3장에서 설명
한 제어기법의 타당성을 검증하기로 한다. 첫 번째는 서
로 다른 초기상태에 대해, 두 번째는 외부 외란이 인가되
는 상황에서 동기화가 이루어지는지 살펴보기로 한다. 
카오스 시스템의 동기화를 위해 식 (2)를 구동시스템

으로 식 (3)을 응답시스템으로 고려한다. 이때 상수 와 
는 2장에서 설명한 것과 같이 각각 0.5의 값을 갖는 것
으로 간주한다.
식 (4)를 이용하여 식 (5)를 다음과 같은 오차 행렬로 

나타낸다.

   (21)

여기서 




  
  
  




이다. 

최종적인 제어입력은 식 (7)과 식 (9)에 의해 다음과 
같이 결정한다.

    (22)

이때 이득    로, 슬라이딩 평면은 다음과 
같이 경험적으로 선정한다.

      (23)
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그러면 식 (17)의 슬라이딩 모드 제어입력은 다음과 
같이 나타낼 수 있다.

      (24)

여기서 사용되는 부호함수인 sgn(·)은 채터링 현상이 발
생할 수 있고, 일반적으로 이를 막기 위해 포화함수
(saturation function)를 사용한다. 그러나 본 논문에서는 
식 (16)에서 설명한 것과 같이 채터링 현상이 발생하지 
않도록   ,  로 시행착오를 통해 적적하게 선
정하였다. 

4.1 초기상태 응답

Fig. 5는 종속시스템의 제어입력인 식 (22)를 적용한 
것으로 0[s]에서 제어기가 작동한 경우에 대한 오차응답
을 나타낸 것이다. 
이때 구동시스템과 종속시스템의 초기상태는 각각 

[  ]T와 [    ]T이다. 그림에서 
보면 종속시스템의 상태가 점근적으로 구동시스템의 상

태에 잘 추종하여 최종적으로 오차 없이 동기화가 되는 

것을 확인할 수 있다. 
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Fig. 5. Dynamics of the synchronization error (  ,  ,
 ) with the controller activated at  
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Fig. 6. 3D portrait of the state variables of the master 
and slave(dash line) system with the controller 
activated at  

Fig. 6은 3D 공간상에 구동시스템과 종속시스템의 궤
적을 나타낸 것으로 두 시스템이 서로 다른 초기상태에

서 출발하지만 곧 동기화 되어 동일한 궤적을 나타내고 

있다.

4.2 외란상태 응답

다음은 외부 외란     가 구동시스

템의  에 처음부터 인가되고 있는 것으로 가정한 경우

의 동기화 특성을 검토한다. 이때 구동시스템과 종속시
스템의 초기상태는 각각 [  ]T과 

[  ]T이다. Fig. 7은 30[s]인 시점에서 제어기가 작
동한 경우의 오차응답이다. 그림에서 알 수 있듯이 30[s]
이전에는 종속시스템과 구동시스템이 서로 다른 동적 움

직임을 보이다가 제어가 시작되는 30[s]지점에서 동기
화가 이루어지기 시작하여 빠른 시간 안에 동기화 되고 

있다. 외란이 존재하는 상황에서도 슬라이딩 모드 제어
기는 강인한 성능을 보이고 있다. 
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Fig. 7. Dynamics of the synchronization error (  ,  ,
 ) with the controller activated at  

Fig. 8은 슬라이딩 평면(s)과 제어입력 를 나타낸 
것으로 제어 시작과 함께 슬라이딩 평면은 0으로 수렴하
며, 적절한 슬라이딩 모드 이득 과 의 선정으로 채터
링 현상이 전혀 발생하지 않고 있다.
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Fig. 8. Sliding surface and control inputs with the 
controller activated at  
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5. 결론

본 논문에서는 카오스 시스템의 동기화 문제에 대해 

다루었다. 동기화를 위한 접근방법으로 구동시스템과 제
어입력을 포함하는 종속시스템을 커플로 사용하는 방법

을 사용하였다. 제어입력은 능동제어와 슬라이딩 모드 
제어 기법을 결합한 능동 슬라이딩 모드 제어기를 설계

하였으며, 리아프노프 안정도 이론에 기초하여 전체 폐
루프 시스템에 대한 안정성을 해석하고, 안정함을 증명
하였다. 
컴퓨터 시뮬레이션 결과 제안한 방법은 서로 다른 초

기조건과 외부 외란이 인가되는 상황에서 종속시스템은 

구동시스템에 빠른 시간 안에 동기화가 이루어 졌다. 또
한, 슬라이딩 모드 제어에서 발생할 수 있는 제어입력의 
채터링 현상도 전혀 발생하지 않는 것을 확인하였다. 
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