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암거 상부지반의 거동 평가를 위한 해석법 비교

이승현
선문대학교 건축사회환경학부  

Comparison of analysis methods of estimating behavior of soil mass 
above rigid culvert

Seung-Hyun Lee
Division of Architecture, Architectural Engineering and Civil Engineering, Sunmoon University

요  약  철근 콘크리트 암거 상부지반에 있어 아칭효과에 의한 지반의 상대적 변형 때문에 발생하는 침하거동을 평가하기 
위해 Ritz 방법과 유한요소법을 적용하고 해석결과를 해석 해에 의한 결과와 상호 비교해 보았다. 유한요소법을 적용하여 
절점외력을 구할 경우 요소별 국부좌표계에 관계없이 지표면으로부터의 깊이의 함수로 표현되는 전단응력이 반영되도록 주

의할 필요가 있다. 암거 상부지반의 지표면에서의 변위는 해석방법에 상관없이 동일한 값을 보였다. Ritz 방법을 통해 구한 
변위를 해석 해와 비교해 볼 때 가정한 변위의 차수를 증가시킬수록 해석 해에 근접한 결과를 보임을 알 수 있었다. 유한요소
법에 의한 변위 또한 요소를 세분화 할수록 해석 해에 근접한 결과를 보임을 알 수 있었다. Ritz 방법에 의한 해석결과에 
따르면 계산된 응력값이 해석 해에 근접한 결과를 보이지는 않았다. 유한요소법에 의한 응력의 경우 요소를 세분화 할수록 
해석 해에 근접한 결과를 보였다. 본 연구에서 고려한 Ritz 방법과 유한요소법에 의한 해석결과를 해석 해와 비교한 결과 
유한요소법에 의한 해석결과가 해석 해에 안정적으로 근접하는 결과를 보임을 알 수 있었다. 

Abstract  In order to estimate behavior of soil mass which is located straight up of reinforced concrete culvert, Ritz
method and FEM were applied and arching effects between the soil mass and adjacent soil were considered for the
analyses. Analysis results obtained from the Ritz method and finite element method were compared with analytical
solution. In the case of estimating nodal forces considered in FEM, caution is needed that shear stress depending on
depth from ground surface should be reflected regardless of local coordinate system. Comparing the displacements 
computed from Ritz method with those of the analytic solution, it is seen that as the power of assumed displacement
function increases, differences between the computed displacements and those of analytic solution  decreases. It seems
that displacements of FEM becomes closer to those of analytical solution as the number of elements are increased.
It is seen that stresses computed from the Ritz method don’t get closer to those of the analytic solution as the power
of assumed displacement function. Stresses from FEM become closer to those of analytic solution as the number of
elements are increased. Comparing the analysis results from the Ritz method and FEM with those of analytic solution,
it can be seen that FEM is more reliable than Ritz method.  
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1. 서론

암거란 Fig. 1과 같이 지중에 설치되는 철근 콘크리트 
구조물로서 주로 지중으로의 소규모 통로로서의 역할을 

담당하게 된다. 암거의 재료로 철근 콘크리트를 사용하
는 경우 암거의 강성은 주변지반에 비해 상대적으로 크

게 되는데 비해 파형강판과 같은 연성재료를 사용하는 

경우의 강성은 주변지반에 비해 상대적으로 작게 된다. 
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Fig. 1. Reinforced concrete culvert and deformation of 
soil mass above the culvert

Fig. 1에 나타낸 철근 콘크리트 암거의 경우 주변지반
에 대한 상대강성의 차이로 인해 이른바 아칭효과[1-2]
가 생기게 되어 암거 상부의 두께 인 토체 ABCD와 그 
주변의 토체 사이에는 상대적 변형이 생기게 된다. 즉 
Fig. 1에서 토체 ABCD에 비해 그 주변 토체의 침하량
이 더 크게 발생하게 된다. 이러한 토체 사이의 상대적 
변형으로 인해 토체 ABCD의 측면에는 연직하향의 마
찰력이 발생하게 된다. 본 연구에서는 Fig. 1에서 토체 
ABCD를 연속체로 보고 연직하향의 마찰력에 의해 연
속체에 발생하는 침하량을 평가하는 방법으로서 변분법

(variational method)을 적용하여 보았는데 이를 해석 해
(analytical solution)와 비교 분석하였다. 본 연구에 적용
한 변분법은 Ritz 방법과 유한요소법이다.

2. 변분법의 이론적 배경

최소 포텐셜 에너지 원리는 변분법의 기본이 되는 원

리로서 계(system)의 평형상태는 그것의 포텐셜 에너지
가 최소가 될 때에만 평형상태에 있게 된다는 것이다

[3-4]. 최소 포텐셜 에너지 원리를 그림으로 나타내면 
Fig. 2와 같다.

∆



∆



Fig. 2. Principle of minimum potential energy

Fig. 2에서 는 계를 구성하는 포텐셜 에너지를 의미
하며 ∆는 계에 발생하는 변위를 의미한다. 계의 평형상
태는 Fig. 2에 나타나 있는 바와 같이 변위, ∆의 함수인 
포텐셜 에너지, 가 최소가 될 때 달성된다는 것이 최
소 포텐셜 에너지 원리이다. Fig. 2에는 물체가 당초 위
치에서 평형상태에 존재하기 위해 최저점으로 이동된 상

황이 나타나 있는데 경사면에 놓인 구슬이 굴러 평면에 

이르러 정지상태에 놓이는 경우를 생각하면 쉽게 이해가 

된다. Fig. 2에 나타낸 포텐셜 에너지 곡선으로부터 포텐

셜 에너지가 최저가 되는 점에서는 ∆

  가 됨을 알 

수 있다. 즉 포텐셜 에너지의 최저점에서 변위함수 ∆의 
미소 변화량, ∆에 의해 범함수(functional)의 변화량, 
는 0이 됨을 알 수 있다. 따라서 최소 포텐셜 에너지
의 수학적 표현은    이 된다. 탄성시스템 문제에
서 최소 포텐셜 에너지 원리를 이용하여 미지수를 결정

하기 위해서는 외력하에서의 탄성시스템의 포텐셜 에너

지를 정식화하고 최소 포텐셜 에너지 조건을 식으로 표

현하여 그로부터 미지수를 결정하게 된다.

3. 암거 상부지반의 침하량 평가

본 연구에서 고려하고자 하는 문제를 변분법을 통해 

살펴보기 위해 Fig. 1에서의 토체 ABCD를 구성하는 미
소요소에 작용하는 힘들을 나타내면 Fig. 3과 같다. Fig. 
3에서 와 는 각각 미소요소에 작용하는 수직응력과 

미소요소의 측면에 작용하는 전단응력을 의미한다.

  









Fig. 3. Stresses acting on small element

변분법을 고려하기에 앞서 Fig. 3에 대한 해석 해를 
먼저 살펴본다. Fig. 3에서 두께 의 미소요소에 대한 
힘의 평형조건을 나타내는 미분방정식으로부터 방향으
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로의 연직변위량()과 응력()을 구하면 각각 식 (1) 및 
(2)와 같다. 

 

  


 (1)

 

  (2)

식 (1) 및 (2)에서   을 의미하는데 
는 마찰면에 대한 횡방향 토압계수, 는 흙의 단위중량 
그리고 는 마찰각을 의미한다. 또한 식 (1)에서 와 
는 각각 흙의 탄성계수와 미소요소의 단면적을 의미하며 

는 마찰응력이 작용하는 미소요소의 둘레길이를 의미

한다.
          

3.1 포텐셜에너지 

포텐셜 에너지()는 역학적으로 로 표현
되는데 는 변형률에너지를 의미하며 -는 외력에 의
한 일을 의미한다. Fig. 3에 나타낸 미소요소에 대한 변
형률에너지와 외력에 의한 일을 구하여 포텐셜에너지를 

나타내면 식 (3)과 같다. 

 







 








 (3)

3.2 Ritz 방법 

Ritz 방법은 근사적 최소 포텐셜 에너지를 구할 수 있
는 방법으로서 미지의 변위함수, 를 식 (4)와 같이 
가정하게 된다[5].

   (4)

식 (4)에서 는 계수이며 는 경계조건을 만족

하는 좌표함수(coordinate function) 이다. 는 범함
수(functional)인 포텐셜 에너지, 의 종속변수가 되는
데 를 최소화 하는 문제를 미지수 에 의해 범함수의 

최소값     를 결정하는 문제로 만들 수 있

다[6]. 즉 포텐셜 에너지 함수를 최소화하기 위해 식 (5)
와 같이 로 미분한 미분계수를 0으로 하여 얻게 되는 

연립방정식을 통해 미지수 를 결정하게 된다[7].




, 


, 


, (5)

본 연구에서는 주어진 해를 구하기 위해 먼저 해를 

  로 가정하고 를 나타내는 식 (3)에 대입한 다

음 


에 의해 해를 식 (6)과 같이 구할 수 있다.

 


(6)

다음으로   
로 가정하여 식 (3)에 대

입하고 Ritz 방법에 의해   ,   를 

적용하면 과 를 구할 수 있으며 해는 식 (7)과 같이 

얻을 수 있다.

 
 





 (7)

Ritz 방법에 의한 응력을 계산해 보면 식 (6)과 식 (7)
에 나타낸 변위에 대응하는 응력은 각각 다음과 같다.

 


(8)

 
 





 (9)

3.3 유한요소법 

유한요소법은 해석대상이 되는 물체를 유한개의 요소

로 나누어 각각의 강성행렬을 구성하여 조합하고 하중과 

변위의 함수로 나타나는 선형연립방정식을 풀어서 미지

수를 구하는 방법이다[8-10]. Fig. 4는 Fig. 1에서의 토체 
ABCD를 유한개의 요소로 분할한 경우를 보여주는데 
Fig. 4(a)는 2개의 요소로 분할한 경우를 나타내고 Fig. 
4(b)는 3개의 요소로 분할한 경우를 나타낸다.
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(a)

1

2

3

4





 











  



  



  



(b)
Fig. 4. Discretization of element
        (a) 2 elements  (b) 3 elements

유한요소해석을 위해 먼저 Fig. 4(a)와 같이 해석대상
을 2개의 요소로 분할한 경우를 고려한다. 요소의 변위
함수를 계수 와 을 이용하여      로 표현하

면 요소의 변위함수를 식 (10)과 같이 절점변위의 함수
로 나타낼 수 있다.

   
   


   (10)

식 (10)으로부터 형상함수는     이고 

    임을 알 수 있다.  식 (10)을 식 (3)에 나타

낸 포텐셜 에너지식에 대입하면 요소 하나의 포텐셜 에

너지, 는 식 (11)과 같이 표현된다.

 


         

(11)

식 (11)에서 강성행렬 
 , 

  그리고 
 는 각각 

식 (12), (13) 그리고 (14)와 같다.


 





′  


(12)


 





′ ′  


(13)


 





′  


(14)

또한 식 (11)로부터 절점력 
와 

는 각각 식 (15) 

및 식 (16)과 같다.










 (15)










 


 (16)

Fig. 4(a)에 나타나 있는 첫 번째 요소(요소 I)에 대하

여 식 (11)을 적용하여 포텐셜 에너지,  를 구해보면 

식 (17)과 같은데 식 (17)에서 
 

 이고 
  

  

이다.

 



 
 

 (17)

Fig. 4(a)의 두 번째 요소(요소 II)에 대하여 식 (11)을 

적용하여 포텐셜 에너지,  를 구해보면 식 (18)과 같다. 

 


        

(18)

식 (18)에서 
 

 , 
 

  그리고 
 

  

이다. 또한 식 (18)에서 
와 

는 각각 식 (19) 및 식 

(20)과 같다.












 




(19)
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(20)

식 (15)와 (16)을 식 (19) 및 식 (20)과 비교해 보면 
차이가 있음을 알 수 있는데 이는 Fig. 1에 나타나 있는 
토체 ABCD의 측면에 작용하는 마찰응력()이 상수가 

아니라 의 함수이기 때문이다. 이상의 결과로부터 전체 
포텐셜 에너지, 는 식 (21)과 같게 된다.

 

 


    

  

(21)

식 (21)에서 강성행렬 및 절점 외력간의 관계는 식 
(22)∼(26)과 같다.


 

 


                      (22)


 


                           (23)


 


                             (24)




                      (25)





 


                      (26)

식 (21)에 대하여 최소 포텐셜 에너지 원리를 적용하
면   ,    가 되며 이를 행렬로 나

타내면 식 (27)과 같다.



 

 


 

  
















 











         (27)

식 (27)에   를 적용하면 식 (28)과 같이 절점변
위를 얻을 수 있다.


                            (28)

요소 I에 대한 응력()과 요소 II에 대한 응력()은 
각각 식 (29) 및 식 (30)과 같게 된다.

 


(29)

 


(30)

같은 식으로 Fig. 4(b)의 3요소에 있어서  최소 포텐
셜 에너지 원리를 적용하여 절점변위를 구해 보면 식 

(31)과 같다.














































                        (31)

또한 요소 I에 대한 응력()과 요소 II에 대한 응력

() 그리고 요소 III에 대한 응력()은 식 (32)와 같
게 된다.

 


,  


,  


  

(32)

4. 해석결과의 비교분석

본 연구에서 고려한 해석적 방법과 Ritz 방법 그리고 
유한요소법에 의해 Fig. 1의 토체 ABCD에 대하여 얻은 
연직변위와 응력을 나타내면 Fig. 5와 같다. Fig. 5에서 
연직축은 토체의 연직방향을 의미하는데 연직좌표 값이 

0인 경우가 토체 ABCD의 하단을 의미하고 연직좌표 값
이 h인 경우가 지표면을 의미한다.
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(a)

 ×




Analytic

Ritz-1

Ritz-2

FEM(2 elements)

FEM(3 elements)

(b)
Fig. 5. Comparison of analysis results
        (a) displacements (b) stresses

Fig. 5(a)는 토체 ABCD에 대하여 높이별 연직변위량
을 의미하는데 본 연구에서 고려한 세 가지 방법들을 통

해 얻은 지표면에서의 변위는 모두 동일한 값을 보임을 

알 수 있다. 해석 해에 의하면 변위량은 높이, 의 3차 
다항식으로 표현됨을 식 (1)을 통해 알 수 있다. Ritz 방
법에 의할 경우 변위를 의 1차함수로 고려하는 경우의 
변위량은 해석 해와 큰 차이를 보임을 알 수 있으나 변

위를 의 2차함수로 고려하는 경우 해석 해와 유사한 변
위량 분포를 보임을 알 수 있다.   에서의 변위를 
의 1차함수로로 고려한 경우의 변위량은 해석 해의 
0.53배 이지만 변위를 의 2차함수로로 고려한 경우의 
변위량은 해석 해의 1.06배로 해석 해에 상당히 근접한 

결과를 보인다. 유한요소법에 의할 경우 요소의 개수를 
2개로 고려하는 경우 변위분포는 해석 해와 비교적 큰 
차이를 보이지만 요소의 개수를 3개로 늘리면 해석 해와 
상당히 근접한 결과를 보임을 알 수 있다.   에 대
하여 요소의 개수가 2개인 경우의 변위량은 해석 해의 
1.41배 이지만 요소의 개수가 3개인 경우의 변위량은 해
석 해의 1.12배로 해석 해에 상당히 근접한 결과를 보인
다. 이상의 결과를 통해 볼 때 Ritz 방법의 경우 가정하
는 변위의 차수를 증가시킬수록 해석 해에 근접하는 결

과를 보일 것으로 예상된다. 유한요소법에 의할 경우도 
요소의 분할 개수가 커질수록 해석 해에 근접하는 결과

를 보일 것으로 예상된다. Fig. 5(b)에 나타낸 응력분포
도에서 해석 해는 깊이에 2차적으로 변화됨을 식 (2)를 
통해 알 수 있다. Ritz 방법에 의한 응력분포를 해석 해
와 비교해 볼 때 변위 함수를 의 1차함수로 고려하는 
경우의 응력값은 깊이에 관계없이 일정한 분포를 보여 

해석 해와 큰 차이를 보인다. 변위를 의 2차함수로 고
려하는 경우에는 토체의 하단부에서의 응력분포는 해석 

해에 근접한 결과를 보여주지만 지표면 근처에서의 응력

값은 해석 해와 큰 차이를 보임을 알 수 있다. 유한요소
법에 의한 응력분포를 해석 해와 비교해 보면 요소를 2
개로 고려하는 경우에 비해 3개로 고려하는 경우 해석 
해에 더 근접한 결과를 보임을 알 수 있다. 지표면에서의 
응력의 경우 요소를 2개로 고려한 경우의 응력값은 3개
로 고려한 경우에 비해 약 2배 컸다. 토체 최하단에서의 
응력은 요소를 2개로 고려한 경우 해석 해에 비해 0.58
배 이었지만 요소를 3개로 고려한 경우 해석 해에 비해 
0.7배로 해석 해에 근접한 결과를 보였다. 전체적으로 
볼 때 요소의 개수를 3개로 고려한 유한요소법에 의한 
응력분포가 해석 해와 가장 근접한 결과를 보임을 알 수 

있다.

5. 결론

철근 콘크리트 암거 상부지반에 발생하는 아칭효과를 

고려한 지반거동을 평가하기 위해 Ritz 방법과 유한요소
법을 적용하는 방법을 유도하고 해석결과를 해석 해에 

의한 결과와 상호 비교해 보았다. 본 연구를 통해 얻은 
결론은 다음과 같다. 
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1) 본 연구를 통해 강성암거 상부지반의 침하량 산정
을 위한 해석법으로 Ritz 방법과 유한요소법을 정
식화 하고 해석결과를 유도하였다.

2) 강성암거 상부 토체의 측면에 작용하는 전단응력
은 지표면으로부터의 깊이에 비례하므로 유한요소

의 절점외력을 구할 경우 요소별 국부좌표계에 관

계없이 지표면으로부터의 깊이의 함수로 표현되는 

전단응력이 반영되도록 주의할 필요가 있다.
3) 해석결과 얻은 지표면에서의 변위는 모두 동일한 
값을 보임을 알 수 있었다. 해석대상이 되는 토체
에 있어 변위의 차이가 가장 큰 깊이에 대하여 

Ritz 방법을 적용한 결과에 따르면 변위를 의 1
차함수로로 고려한 경우의 변위량은 해석 해에 비

해 0.53배 이지만 변위를 의 2차함수로 고려한 
경우의 변위량은 해석 해의 1.06배였다. 유한요소
법에 의한 계산결과에 따르면 변위의 차이가 가장 

큰 깊이에 대하여 요소의 개수가 2개인 경우의 변
위량은 해석 해의 1.41배 이지만 요소의 개수가 3
개인 경우의 변위량은 해석 해의 1.12배 였다.

4) 해석결과를 통해 구한 응력을 해석 해와 비교해 볼 
때 Ritz 방법에 있어 변위의 차수를 증가시키더라
도 해석 해에 근접한 결과를 보이지는 않았다. 유
한요소법에 의한 경우 토체 최하단에서의 응력은 

요소를 2개로 고려한 경우 해석 해에 비해 0.58배 
이었지만 요소를 3개로 고려한 경우 해석 해에 비
해 0.7배로 해석 해에 근접한 결과를 보였다.

5) 본 연구에서 고려한 Ritz 방법과 유한요소법에 의
한 해석결과를 해석 해와 비교해 보았을 때 유한요

소법에 의한 해석결과가 해석 해에 안정적으로 근

접하는 결과를 보임을 알 수 있었다. 
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