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변단면 캔틸레버형 보의 고유진동수 추정 및 기저모델 개선

이종원
남서울대학교 건축공학과

Natural Frequency Estimation and Baseline Model Updating 
for Non-Uniform Cantilever-Type Beams

Jong-Won Lee
Department of Architectural Engineering, Namseoul University

요  약  원형강관 형태의 구조부재는 여러 시설물에 광범위하게 이용되고 있는데, 말단질량을 갖고 탄성지지되는 변단면
캔틸레버형 보의 형태가 많다. 이러한 구조물의 건전성 모니터링을 위하여 진동기반 결함탐지기법이 일반적으로 사용되
는데, 이를 위해서는 건전상태 구조물의  모드특성을 해석적으로 구할 수 있는 기저모델의 개선이 요구된다. 본 연구에서
는 자유단에 말단질량을 가지고 지지부에서 탄성지지 되며, 단면특성이 계단식으로 변화하는 캔틸레버형 보의 구조물
건전성 모니터링을 위한 기저모델개선기법을 제안한다. 이를 위하여 변단면 보에 대한 미분방정식의 일반해에 말단질량
및 탄성지지의 경계조건과 단면 변화부에서의 연속조건을 적용하여 고유진동수 추정기법을 연구한다. 이후, 제안된 고유
진동수 추정기법과 신경망기법을 적용하여 실험체에 대한 기저모델 개선을 수행한다. 탄성지지부의 병진 및 회전 스프링
상수를 조정함으로써 기저모델을 개선하였는데, 개선된 기저모델로부터 산정한 고유진동수와 실험결과로부터 추정한 결
과가 잘 일치함을 확인하였다. 따라서 제안된 기법을 이용하여, 말단질량을 갖는 탄성지지 변단면 캔틸레버형 보에 대한
기저모델을 개선하고, 이를 활용하여 효과적인 구조물 건전성 모니터링 및 결함탐지가 가능할 것으로 판단된다.

Abstract  Structural members in the form of steel pipe are used widely in major facilities. In numerous
cases, they are restrained non-uniform cantilever-type beams with a tip mass. Vibration-based damage 
detection methods elastically are generally used for the health monitoring of those structures. For this,
it is important to update the baseline model that can analytically estimate the modal characteristics of 
the structure in a healthy state. In this study, a baseline model updating method for monitoring the 
health of a cantilever-type beam that has step changes in the properties of its cross-section and a tip 
mass and spring support is proposed. To this end, a natural frequency estimation technique was studied
by applying the boundary conditions at the tip mass and the elastically restrained support and the 
continuity conditions at the section change part to the general solution of the differential equation for 
the non-uniform beam. The proposed natural frequency estimation technique and neural network 
technique were applied to update the baseline model for a specimen. The baseline model was updated
by improving the translational and rotational spring constants at the elastically restrained support. The 
natural frequencies calculated from the updated baseline model and the experimental results were in 
good agreement. Therefore, using the proposed technique, the baseline model for the elastically 
restrained non-uniform cantilever-type beam with a tip mass could be updated and utilized effectively 
for structural health monitoring and damage detection.
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1. 서론

원형강관 형태의 구조부재는 해상풍력발전기, 건축구
조물, 플랜트 등 여러 시설물에 광범위하게 이용되고 있
는데, 길이 방향으로 구조특성이 변화하는 보의 형태가 
많다. 또한, 구조물의 한쪽 단에  중량물이 설치되어 자유
단에 말단질량을 갖고, 반대쪽 단이 지반에 의하여 탄성
지지 되는 캔틸레버 보의 형태와 유사한 경우가 많다. 이
러한 구조물의 중요성이 증가할수록 구조안전성 확보를 
위한 모니터링 및 손상탐지 관련 기술개발이 요구되고 
있는데, 진동기반 모니터링 및 결함탐지기법을 활용하면 
구조물의 사용 중 계측되는 진동 데이터를 이용하여 구
조물의 현 상태를 평가하고 손상을 판정할 수 있다. 진동
기반 결함탐지기법은 일반적으로 결함으로 인한 구조물
의 고유진동수 등의 변화를 이용하며, 모델기반 기법을 
적용하여 손상위치와 정도를 추정하기 위해서는 우선 건
전상태 구조물의 모드특성을 해석적으로 구할 수 있는 
기저모델(Baseline Model)의 개선(Updating)이 요구된
다. 즉, 지지조건과 말단질량 등을 고려한 변단면 보의 
진동특성을 해석적으로 추정할 수 있는 기법의 개발이 
필요하다.

변단면 보의 자유진동에 대한 일반해는 문헌[1]에서 
제시되었으며, 이후 다양한 조건에 대한 변단면 보의 진
동과 관련된 연구결과가 제안되었다. 즉, Chen과 Wu는 
강성 및 질량 시스템을 가지는 변단면 캔틸레버형 보의 
고유진동수 및 모드형상을 구할 수 있는 정확해를 제안
하였는데[2], 인접 보 사이의 변형 적합조건 및 힘의 평형
조건을 고려하여 운동방정식을 수립하였다. Ece 등은 지
수함수로 단면의 폭이 변화하는 보의 진동 관련 연구를 
수행하였는데[3], 상미분방정식으로 보의 지배 방정식을 
유도하고, 오일러-베르누이 보 이론을 활용하여 경계조
건에 대한 보의 모드특성을 구하였다. 또한, Rosa 등은 
변단면 보의 한쪽 단에 말단질량을 갖고 반대쪽 단이 탄
성지지 되며, 임의의 위치에 대시포트가 존재하는 오일러
-베르누이 보의 고유진동수를 추정할 수 있는 연구를 진
행하였는데[4], 탄성지지부를 병진 변위와 회전을 고려할 
수 있는 요소로 모델링하였다. Zhao 등은 길이방향으로 
특성이 변화하는 변단면 오일러-베르누이 보와 티모셴코 
보의 자유진동 해석을 위하여 체비쇼프 다항식 이론 기
반 기법을 제안하였는데[5], 단면적, 관성모멘트, 질량, 
영계수 등의 특성치를 가중함수로 처리하였다. 한편, 
Cao 등은 경계조건이 다른 변단면 및 비균질 보의 자유
진동해석을 위한 단순해를 구하기 위하여 점근 섭동 방

법을 적용하였는데[6], 오일러-베르누이 보 이론을 기반
으로 보의 선형 지배방정식을 구하였고, 보의 고유진동수 
점근 해를 유도하기 위하여 섭동 이론이 사용하였다. 
Ling 등은 탄성힌지 구조물의 자유진동해석을 위하여 변
단면 보에 대한 동적강성행렬을 유도하였는데[7], 재귀 
적분을 이용하여 일반 변단면 티모셴코 보의 진동해를 
구한 후 변분 원리를 기반으로 보의 동적강성행렬을 유
도하였다. 또한, Cao와 Gao는 지배방정식이 미분방정식
인, 길이방향으로 특성이 변화하는 변단면 보의 자유진동
해석을 위하여 점근 발달법을 이용하였는데[8], 경계조건
이 다른 변단면 보의 고유진동수 근사해를 구하기 위하
여 섭동 이론을 적용하였다. Nikolic과 Salinic는 3차원 
변단면 오일러-베르누이 보와 티모셴코 보의 자유진동해
석을 위하여 강체 세그먼트 방법을 이용하였는데[9], 탄
성 보를 6 자유도 탄성 조인트로 연결되는 3개의 강체 
세그먼트로 분할하였다.

기존 연구에서는 단면특성이 함수형태로 변화하는 변
단면 보의 진동특성 추정기법이 주로 연구된 것으로 판
단된다. 본 연구의 목적은 해상풍력발전기의 모노파일 형
식 지지구조물과 같이, 단면특성이 계단식으로 변화하고, 
자유단에 말단질량을 가지며 지지부에서 탄성지지 되는 
캔틸레버형 보의 기저모델을 개선하기 위한 고유진동수 
추정기법 기초연구이다. 이를 위하여 변단면 보에 대한 
미분방정식의 일반해에 경계조건을 적용하여 고유진동수
를 구한 후 이를 예제 보에 적용하여 검증한다. 이후, 구
조물 건전성 모니터링을 위한 기저모델을 개선하기 위하
여 실험연구를 수행하는데, 제안된 고유진동수 추정기법
과 신경망기법을 적용하여 탄성지지부의 병진 스프링상
수와 회전 스프링상수를 조정함으로써 기저모델을 개선
한다. 한편, 본 연구에서 제안되는 방법으로 기저모델을 
개선한다면, 다양한 손상경우에 대한 모델링을 기저모델
에 적용하여 시뮬레이션을 수행하고, 이를 해당 구조물에 
대한 거동 측정결과와 비교 분석하여 효과적인 건전성 
모니터링이 가능할 것으로 판단된다.

2. 말단질량을 갖는 탄성지지 변단면 
캔틸레버형 보의 고유진동수

본 연구에서는 Fig. 1에 보인 바와 같이 단면변화부에
서 탄성계수, 관성모멘트, 단면적, 단위체적당 질량이 계
단식으로 변화함에 따라 휨강성 및 휨강도가 급격히 변
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화하는  캔틸레버형 보의 고유진동수 추정기법을 연구한
다. 문헌[1]에서, Fig. 1과 같이 단면특성이 계단식으로 
변화하는 보의 일반해를 2개의 세그먼트로 분리하여 Eq. 
(1) 및 (2)로 구할 수 있다. 는 지지부에 연결되는 세그
먼트 길이이고 는 말단질량을 갖는 세그먼트 길이이며 
 이다. 

Fig. 1. Cantilever-type non-uniform beam with a tip
mass and spring support 

 sin cos 
sinh cosh

 (1)

 sin cos 
sinh cosh

 (2)

where,


 


  (3)


 


  (4)

 
 



 (5)

  
 



 (6)

  




  (7)

where,   is transverse displacement,  is 
Young’s modulus,  denotes area moment of 
inertia,  denotes cross sectional area,  is mass 
density,  is natural circular frequency, and   
denotes total beam length.

Fig. 1에 나타낸 바와 같이 지지부에 병진 스프링상수
( )와 회전 스프링상수()를 갖는 탄성스프링으로 지
지된 캔틸레버형 보의 경계조건은 Eq. (8) 및 (9)와 같고, 
말단질량()을 가지는 자유단에서의 경계조건은 Eq. 
(10) 및 (11)과 같다. 이때 말단질량의 회전강성 효과는 

무시한다.






    





    (8)






    




    (9)






      (10)






   




    (11)

단면 변화부(     )에서의 변위, 회전각, 휨
모멘트 및 전단력의 연속조건을 적용하면 Eq. (12) ~ 
(15)와 같은 경계조건을 이용할 수 있다.

   (12)




  


    (13)






  







    (14)






  







    (15)

Eq. (8) ~ (15)의 8개 경계조건을 Eq. (1) 및 (2)에 적
용하면 상수          에 대한 연
립방정식이 유도될 수 있고, Eq. (16)과 같이 행렬식이 
영이 될 때 자명하지 않은 해를 가질 수 있다.

 
       


  

     

       
       
       
       
       
       

  (16)

Eq. (16)의 요소들()은 8개 경계조건을 적용한 연
립방정식 유도과정에서 구할 수 있으며, Eq. (16)을 만족
하는 을 구한 후 이를 Eq. (3)에 대입하면 고유진동수
를 구할 수 있다.
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단, 변단면 부재는 강구조물일 경우 용접접합 방법으
로 제작할 수 있으며, 용접접합을 통하여 강성 및 강도의 
변화가 있을 수 있는 것으로 판단된다. 이는 향후 기법의 
실적용을 위한 추가연구에서  고려되어야 할 것으로 사
료되며, 본 연구에서는 이상적 접합을 가정하여 연구를 
진행한다. 

3. 예제 보의 고유진동수 추정

Fig. 2에 보인 바와 같이 외측반경이 200 mm이고 두
께가 각각 20 mm와 10 mm이며 전체길이가 5 m인 변
단면 원형강관 캔틸레버형 보의 고유진동수를 Eq. (3) 및 
(16)을 이용하여 구하였다. 2개 세그먼트의 =2.1E+11 
Pa, =7,850 kg/m3로 동일하게 설정하였으며, =0.4, 
=0.6이다. 이때 는 (=1.461E+7 N/m)
로, 은 (=1.948E+7 Nm)로 가정하였고, 말
단질량 은 100 kg으로 설정하였다.

Fig. 2의 예제 보에 대하여, Eq. (3) 및 (16)을 이용하
여 구한 고유진동수와 유한요소해석 프로그램을 이용한 
결과를 Table 1에서 비교하여 검증하였는데, 지지부에 
스프링이 없는 고정단 경우의 고유진동수 산정 결과도 
함께 나타내었다. 유한요소해석 프로그램은 Midas Gen
을 이용하였는데, 원형강관 단면을 가지는 보 요소로 모
델링하였고, 지지부에 선형 포인트 스프링요소를 적용하
여 병진 및 회전 스프링상수의 가정치를 입력한 후 고유
치해석을 수행하여 고유진동수를 구하였다. 본 연구에서 
Eq. (3) 및 (16)을 이용하여 산정된 고유진동수와 유한요
소해석에 의한 결과가 거의 일치함을 알 수 있다. 여기서 
약간의 오차는 반올림 오차로 판단된다. 본 연구에서 제
안하는 고유진동수 추정기법을 이용하여 건전상태 구조
물에 대한 기저 해석모델을 수립한다면, 추후 결함을 모
델링하여 해석모델에 적용할 수 있고, 이를 이용하여 다
양한 경우의 결함에 대한 구조응답을 수치적으로 시뮬레
이션 할 수 있다. 이 결과를 사용 중 구조물에 대하여 측
정되는 구조응답과 비교함으로써 유한요소법 보다 효율
적으로 구조물의 상태를 판정하고 결함을 판정할 수 있
을 것으로 판단된다. 한편, 예제 보의 모드형상을 Fig, 3
에 나타내었는데, 지지부에서 병진 스프링으로 탄성지지
되어 모달변위가 발생함을 알 수 있다. 즉, Fig. 3에서 좌
측단 지지부의 횡방향 모달변위를 특히 3차와 4차 모드
에서 확인할 수 있다. 

이 장에서는 단면특성이 계단식으로 변화하고 말단질
량을 갖는 탄성지지 캔틸레버형 보의 고유진동수를 Fig. 
2의 예제 보에 대하여 추정할 수 있었다.

Fig. 2. Example beam

Mode no. 1 2 3 4

w/o 
springs

Calculated 5.794 39.106 112.118 232.512

FEM 5.795 39.106 112.116 232.508

w/ 
springs

Calculated 5.033 29.229 69.536 138.105

FEM 5.033 29.229 69.536 138.104

Table 1. Natural frequencies of example beam 
(unit: Hz)

(a)

(b)

(c)

(d)

Fig. 3. Mode shapes of example beam
(a) 1st mode (b) 2nd mode (c) 3rd mode (d) 4th mode

4. 실험연구를 통한 기저모델 개선

제안된 기법을 검증하기 위하여 실험체를 제작하고 자
유진동실험을 수행하였다. Fig. 4에 나타낸 바와 같이 외
측반경이 139.8 mm이고 두께가 각각 6 mm와 3 mm



한국산학기술학회논문지 제22권 제8호, 2021

332

이며 전체길이가 1.46 m인 변단면 원형강관 캔틸레버형 
보를 SS275의 강재로 제작하였다. 즉, 2개 세그먼트의 
=2.1E+11 Pa, =7,850 kg/m3로 동일하며, 
=0.274, =0.726이다.  외경은 동일하지만 두께가 다른 
두 원형강관을 개선용접으로 접합하였는데, 앞에서 언급
된 용접접합에 의한 강성 등의 변화는 없는 것으로 가정
하였다. 한편, 전체적인 실험 셋업을 Fig. 5에 나타내었다.

Fig. 4. Dimension of specimen

고장력볼트를 이용하여 Fig. 4의 좌측 20t 판을 기초 
블록에 체결하였고, 기초 블록 부분은 일정한 고정효과가 
구현되도록 실험실 바닥과 접착시켰다. 이때 20t 판과 기
초 블록의 접합부분이 완전한 고정효과를 구현하지 못하
는 것으로 판단하여 병진 및 회전스프링에 의한 지지조
건으로 고려하였다. 해석조건과 같이 구조물을 횡으로 설
치하기 위해서는 실험실에 강성이 큰 벽체 또는 프레임
이 설치되어야 하나, 실험실의 상황이 여의치 않아 종으
로 설치하여 실험을 수행하였다. 한편, 자유단의 말단질
량 은 5.65 kg으로 부가하였다.

Fig. 5. Experimental setup

건전상태에 대한 해석모델 개선을 수행하기 위하여 자
유진동실험을 수행하였는데, 모드식별을 위하여 가속도

계(PCB Piezotronics; 333B40 및 482C05) 4개를 지
지부, 지지부에서 0.73 m, 지지부에서 1.095 m 위치 및 
자유단에 설치하였다. 임팩트 해머를 이용한 충격을 통하
여 자유진동을 가진 시켰는데, 자유단에 5회, 실험체 길
이방향 중앙부에 5회, 총 10회의 자유진동실험을 수행하
였으며, 데이터 취득속도는 5000 Hz로 설정하였다. 이
때 자유단에 설치된 가속도계에 의하여 측정된 가속도의 
자유진동 시간이력 예를 Fig. 6에 나타내었다. 10회의 자
유진동실험을 수행한 후, 주파수 영역 분해기법을 이용하
여 3차까지의 고유진동수를 추정하였다.
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Fig. 6. Acceleration time history

자유진동실험 결과로부터 구한 고유진동수를 Table 
2에 나타내었으며, 이를 지지부에 스프링이 없는 고정단 
경우의 해석결과와 비교하였다. 두 결과가 차이가 있는
데, 이는 앞에서 언급된 바와 같이, 실험체 하단의 지지조
건이 완전한 고정효과를 구현하지 못하는 탄성지지 조건 
때문인 것으로 판단하였다. 즉, 실험체의 제작도면에 의
하여 수립되고 지지부를 고정단으로 처리한 최초 해석모
델을 수립하였으나,  이 해석모델에 의한 고유진동수 산
정결과가 실험결과와 차이를 보였다. 여기서, 지지부가 
완전한 고정효과를 구현하지 못하는 것으로 판단하여 지
지부의 병진 및 회전스프링 상수를 변수로 기저모델을 
개선하였다. 즉, 지지부의 병진 및 회전스프링 효과가 구
조부재 자체의 강성 및 강도에 비하여 불확실성이 큰 것
으로 판단하여 변수로 설정하였다. 실제로 해상풍력발전
기의 모노파일 형식 지지구조물과 같은 캔틸레버형 보의 
경우 지지부가 지반에 의하여 탄성지지 되는 경우가 많
고, 지반의 탄성지지 효과가 구조물 자체의 강성 및 강도 
등에 비하여 불확실성이 큰 것으로 판단된다.

따라서 병진 및 회전 스프링상수를 초기 가정하였는
데, 시행착오방법(Trial and Error Method)으로 초기치
를 결정하였다. 즉, 병진 스프링상수의 초기치( )를 

×
(=1.670E+7 N/m)로, 회전스프링상
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수의 초기치( )를 ×(=8.907E+5 Nm)
로 설정한 후, Eq. (3) 및 (16)을 이용하여 산정된 고유진
동수를 Table 2에 함께 비교하였다.

이후 1, 2 및 3차 고유진동수를 입력으로, 와 을 
출력으로 신경망을 구성하여, 실험결과와 대응되는 와 

을 구하였다. 즉,  와  을 기준으로 일정한 범위 안
에서 300셋의 와 을 무작위로 샘플링한 후, 이에  
대하여 변화된 3차까지의 고유진동수를 Eq. (3) 및 (16)
을 이용하여 구하였다. 즉, 각각의 훈련패턴은 3개의 변
화된 고유진동수 및 이에 해당하는 와 로 구성되었
다. 따라서 신경망 입력자료는 1, 2 및 3차 고유진동수 
3개이고, 출력층은 와  2개이다. 한편, 각각 4개 및 
3개 노드의 2개 은닉층을 구성하였다.  훈련패턴을 이용
하여 신경망을 학습시킨 후, 실험결과로부터 구한 1, 2 
및 3차 고유진동수를 신경망에 입력하여   

로,    로 개선하였다. 개선된 와 을 적
용하고 Eq. (3) 및 (16)을 이용하여 산정된 고유진동수를 
Table 2에 함께 비교하였는데, 실험결과로부터 구한 고
유진동수와 잘 일치함을 확인할 수 있다. 

Mode no. 1 2 3
Experiment 25.635 168.460 406.494

Calculated w/o springs 49.415 352.643 980.866
Calculated w/ springs (initial)

  ×




  ×

26.294 178.249 421.721

Calculated w/ springs (updated)
  



  


25.589 168.248 404.582

Table 2. Natural frequencies of specimen (Unit: Hz)

이 장에서는 실험연구를 통하여 고유진동수를 추정하
고 기저모델을 개선하는 절차 및 방법을 제안하였다. 제
안된 고유진동수 추정기법을 이용하여 기저모델을 개선
한다면, 말단질량을 갖는 탄성지지 변단면 캔틸레버형 보
에 대한 구조물 건전성 모니터링 및 결함탐지를 효과적
으로 수행할 수 있을 것으로 판단된다.

5. 결론

본 연구에서는 자유단에 말단질량을 가지고 지지부에

서 탄성지지 되며, 단면특성이 계단식으로 변화하는 캔틸
레버형 보의 구조물 건전성 모니터링을 위한 고유진동수 
추정기법 및 기저모델 개선기법을 제안하였다.

변단면 보에 대한 미분방정식의 일반해에 말단질량 및 
탄성지지의 경계조건과 단면 변화부에서의 연속조건을 
적용하여 고유진동수를 구한 후 이 결과를 유한요소해석 
프로그램의 결과와 비교하여 검증하였다. 이후, 기저모델
을 개선하기 위하여 실험연구를 수행하였는데, 제안된 고
유진동수 추정기법과 신경망기법을 적용하였다. 탄성지
지부의 병진 스프링상수와 회전 스프링상수를 조정함으
로써 기저모델을 개선하였는데, 개선된 기저모델로부터 
산정한 고유진동수와 실험결과로부터 구한 고유진동수가 
잘 일치함을 알 수 있었다. 따라서 제안된 기법을 이용하
여, 말단질량을 갖는 탄성지지 변단면 캔틸레버형 보에 
대한 기저모델을 개선하고, 이를 해상풍력발전기의 모노
파일 형식 지지구조물과 같은 구조물에 활용하여 효과적
인 건전성 모니터링 및 결함탐지가 가능할 것으로 판단
된다.

향후 제안된 기저모델 개선기법을 기반으로, 고유진동
수를 이용한 구조물의 결함위치 및 결함판정과 관련된 
연구가 필요하며, 이를 위해서는 결함의 수치적 모델링 
및 제안 기법과의 연동이 수반되어야 할 것으로 판단된
다. 또한, 기법의 실적용을 위하여 변단면 부재의 접합에 
따른 강도 및 강성의 변화, 중력 등 외력에 의한 영향 등
을 고려한 추가연구가 필요한 것으로 판단된다.
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