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면심입방정 집합조직의 상계 및 하계 항복응력 계산
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Computation of upper and lower yield stresses of textured 
face-centered-cubic crystals
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요  약  금속 소재의 소성 이방성에 대한 정보는 재료의 기계적 거동을 예측하기 위한 중요한 자료이다. 다결정 금속
소재는 매우 많은 결정립으로 구성되어 있으며 각각의 결정립은 각기 다른 방향으로 정렬되어 있고, 변형 또한 상이하다.
이러한 다결정 집합조직 (texture)은 재료의 소성 이방성의 중요한 원인으로 간주되고 있다. 본 논문에서는 면심입방결
정 (FCC) 금속의 정방집합구조 (cube texture {001}<100>) 에 대하여 상계 (upper) 및 하계 (lower) 항복응력 (yield
stress)을 계산하였다. 각각의 항복응력 계산에는 Taylor의 등변형률 (equal strain)이론과 Sachs의 등응력 (equal 
stress) 이론을 사용하였다. 집합조직 분포의 분산 (scattering) 정도에 따라 상계 및 하계 항복면 (yield surface)이 
변화되는 경향을 계산하였다. 계산결과에 의하면 항복면은 볼록한 다면체에 가까운 형상을 나타내고 있다. 이러한 항복
면을 4차 다항식을 이용하여 근사하면 실제보다 부드러운 곡면으로 표시됨을 확인하였다.

Abstract  Information on plastic anisotropy is important in predicting the mechanical behavior of metals.
Polycrystalline metals are made of many single crystals that all have different orientations and 
deformation behaviors. The texture of the polycrystalline metals is considered an important factor of 
plastic anisotropy. In this paper, the upper and lower yield stresses were computed for the {001}<100> 
cube-textured FCC metals. The Taylor's uniform strain theory and Sachs' uniform stress theory were 
used in the calculations. The upper and lower yield surfaces were computed for various scattering angles
of the orientation distribution in the texture. The computational results showed that the yield surface 
is close to a convex polyhedron. Fitting of the yield surface by a fourth-order polynomial gave a 
smoother surface.
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1. 서론

금속 판재의 소성 가공을 효율적으로 하기 위해 컴퓨
터를 활용한 생산 공정의 전산 모사가 널리 사용되고 있
다. 판재의 기계적 특성을 반영하고 역학적 거동을 예측
하기 위하여 판재의 변형 및 응력을 계산 하여야 하므로 

유한요소해석법이 이용된다. 판재는 압연 과정에서 대변
형이 발생하고 금속의 집합조직(texture)이 변화되어 이
방성(anisotropy)을 나타내게 된다. 압연방향 (rolling 
direction), 횡방향 (transverse direction) 그리고 판
재 수직방향 (normal direction)으로 각기 다른 항복응
력이 발생하고 변형률의 발생도 각기 다르다. 이러한 현
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상은 판재의 R 또는 Lankford 계수 값으로 측정된다. 
판재의 소성 가공을 정확하게 예측하기 위해서는 판재의 
이방성에 대한 정보가 필수적으로 필요하다. 

판재의 이방성을 표현하기 위해서는 von Mises 또는 
Tresca 의 등방성 항복함수 접근법을 대체하는 Hill 의 
2차 항복함수[1]가 모델의 단순함을 강점으로 하여 많이 
사용되고 있다. 그러나 Hill의 2차함수와 같은 저차함수
는 이방성이 강하게 나타나는 금속에 대하여 예측의 정
확도에 한계를 나타내게 된다. 금속의 방향에 따른 항복
응력과 R 값의 변화를 충분히 나타낼 수 없는 단점이 있
다. 따라서 4차 이상의 고차 항복함수가 제안되고 있다
[2,3]. 그러나 이러한 고차 항복함수도 단결정 금속이나 
단결정에 근접한 금속의 이방성을 표현하기는 역부족이
며, 오목함수 (concave function) 가 발생하여 유한요
소해석의 발산을 초래하기도 한다. 

본 연구에서는 활주면과 활주방향의 정보가 명확히 알
려져있는 면심입방 (face centered cubic) 금속의 단결
정 및 다결정 집합조직에 대하여 항복응력의 이방성 형
상을 수치적으로 계산하였고, 시각적으로 나타내었다. 
계산에는 Taylor 의 상계 항복응력 접근법과 Sachs 의 
하계 항복응력 접근법[4]이 각각 사용되었으며 결과를 상
호 비교하였다. 본 연구에서 결정모델에 의해 계산된 항
복면을 4차 항복 함수를 사용하여 최소자승법으로 근사
한 항복면과 비교함으로써 4차 항복 함수[3]로 표시된 항
복면은 실제 결정모델의 항복면과 오차를 나타냄을 명확
하게 보여주었다. 

2. 본론

2.1 집합조직 (texture)
다결정 금속은 매우 많은 수의 결정립으로 구성되어 

있으며 각각의 결정립은 고유한 결정방향을 가지고 있
다. 본 연구에서는 면심입방 금속을 고려하였으며 각 결
정립은 {001}<100> 결정방향을 가지고 약간의 분산이 
존재한다고 가정하였다[5]. 즉 결정의 {001} 축은 판재의 
수직방향을 가리키고, <100>축은 판재의 압연방향을 가
리키고 있고, 1000개의 결정립을 고려하였으며 결정방
향의 분포는 약간의 흐트러짐 또는 분산이 존재한다.

본 논문에서는 분산의 값을 0도, 5도, 10도, 15도, 20
도 그리고 45도를 고려하였고 추가적으로 랜덤인 경우, 
즉 등방성 금속도 고려하였다. 

Lequeu 등[6]은 결정방향의 분포에 분산을 생성시키

는 방법을 제안하였다. 즉 결정립의 결정방향은 회전축
과 회전각도에 의해 정의 된다고 할 때 

1. 먼저 회전축을 임의의 단위 벡터를 이용하여 정의
한다. 

2. 회전 각도 를 원하는 분산 각도에 따라 발생시킨다. 
본 연구에서도 동일한 방법으로 결정립의 분산을 정의

하였다.
Fig. 1 (a)~(f)에 분산 각도 의 변화에 따른 (100) 극

점도(pole figure)의 변화를 나타내었고 (f)에는 랜덤 분
포를 가지는 경우의 극점도를 나타내었다. 

(a) = 0 degree (b)  = 5 degree

(c)  = 10 degree (d)  = 15 degree

(e) = 20 degree (f)  = 45 degree

(g) random

Fig. 1. (100) Pole figures of FCC polycrystals

2.2 상계 항복응력 (upper yield stress) 계산
본 절에서는 앞서 생성한 1000개의 결정립을 이용하

여 다결정 집합조직에 대하여 상계 항복응력을 계산하고
자 한다. 상계 항복응력의 계산을 위하여 Taylor에 의해 
제안되었으며[7], Bishop과 Hill[8]에 의해 단순화된 등
변형률 (equal strain) 가정을 이용한 항복응력을 계산
하고자 한다. 

다결정 금속이 외부의 하중을 받게 되면 각각의 결정
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립은 결정 방향이 각기 다르므로 외부하중에 의한 응력
과 결정립계의 부정합으로 인한 응력이 중첩되어  조금
씩 다른 변형률을 하게 된다. 그러나 Taylor는 모든 결
정립이 같은 변형을 한다고 가정하였다. 따라서 모든 결
정립은 정합 (compatability)을 유지하지만 응력의 평
형은 위배되게 된다. 

탄성변형을 무시할 경우, 에너지 보존 법칙에 의해 외
부 하중이 한 일은 내부에서 소성변형에 의해 흩어진 
(dissipated) 일과 동등하다. 임의의 완전소성 결정 입자
에 대하여 식으로 표현하면, 


  


 





(1)

여기서  는 외부하중 벡터이고 는 하중이 작용하는 

점의 변위 벡터이고,   는   슬립시스템의 활주량이

고  는 임계 항복응력 이다. 물체 내의 소성변형률 속
도는 Schmidt factor를 이용하여 다음과 같이 나타낼 
수 있다. 

 
 





 (2)

위식에서 
와 

는 k 번째 활주면의 법선벡터와 
활주벡터이다. 슬립의 3차원 소성변형률은 체적변형률이 
없으므로 오직 5개의 변형률 성분만이 독립이고 따라서 
5개의 슬립시스템의 합으로 분해될 수있다. Taylor의 등
변형률 가정에 의해 소성변형율 은 모든 결정립에서 
같은 값으로 주어지며 이에 따라 각 결정립에서 결정립
의 방향에 따라 활성화되는 5개의 활주면과 활주량이 결
정된다. 변형경화가 없는 완전 소성체를 가정하면 5개의 
활주면에 대한 항복응력 도 결정된다. 따라서 (1)식에 
의하여 우변의  

  


 (3)

값이 계산되고 이를 Taylor factor라고 칭한다. (1)식에

서 주어진 에 대하여 결정되는 하중 와 응력 는 
가 정합을 가정한 소성변형률이므로 소성이론의 상계
하중과 상계항복응력에 해당한다. 

항복곡선의 형상을 계산하기 위하여 van Houtte 등
[9]은 항복응력의 포락선(envelope) 개념을 이용하였다. 
항복응력과 소성변형율을 5차원 벡터를 이용하여 나타낼 
때, 식 (1)은 항복응력 벡터와 소성변형률 벡터의 내적이 

Taylor factor 에 비례하며, 만약 소성변형률 벡터가 주
어진 상수라면 이에 수직인 응력 평면이 정의됨을 추론
할 수 있다. 이 개념을 활용하여 항복응력면은 다음의 모
든 소성 변형률에 대한 최소값으로부터 정의된다.

  




 (4)

단, 모든 응력과 소성변형률 벡터는 그 크기가 1이다. 

(      ). 식 (4)로부터 임계항복응력  
에 대한 상대적인 항복응력 텐서의 크기 s가 구해지고 따
라서 응력면 상의 응력 값  가 구해지게 된다. 위의 
과정은 모든 상계항복응력 중에서 가장 작은 항복응력을 
정의한다. 

(a)  = 0 degree (b)  = 5 degree

(c) = 10 degree (d)  = 15 degree

(e)  = 20 degree (f)  = 45 degree

(g) random

Fig. 2. Upper yield stress locus on the -plane by 
Taylor assumption (===0)
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Taylor의 등변형률 가정을 이용하고 (4)식을 이용하
여 -평면 상에서 상계항복응력 곡선을 계산하였고, 각
각의 집합조직에 대하여 그 결과를 Fig. 2에 도시하였다. 
그림에서 x, y, z축은 주 수직응력을 나타낸다. Fig. 2 
(a)는 FCC 단결정에 해당하고 이 경우 항복곡선은 육각
형의 형태를 나타냄을 알 수 있다. 결정각도의 분산이 증
가함에 따라 항복곡선은 점차 원형으로 변화하고 분산각
도 20도 근방에서 원형을 나타내게 된다. 그 후 다시 육
격형 형태로 변화하면서 점차 크기가 증가하고, 최종적
으로 무작위 다결정일 경우 항복 곡선은 모서리가 무뎌
진 육각형이 된다. 

(a)  = 0 degree

(b)  = 20 degree

(c) random

Fig. 3. Upper and lower yield stresses locus on the 
-plane (===0)

(a)  = 0 degree

(b)  = 20 degree

(c) random
Fig. 4. Upper and lower yield stresses locus on the 

shear stress plane in ( ,  ) space

Fig. 5. 3-D upper and lower yield surfaces in 
( ,  ,  ) space for 
          with  = 20 degree
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2.3 하계 항복응력 (lower yield stress) 계산
다음으로는 Sachs 에 의해 제안된 등응력 (equal 

stress) 가정을 이용하여 다결정 금속의 항복응력을 계산
하고자 한다. Sachs 는 모든 결정립자에 대하여 동일한 
응력을 제안하였다. 따라서 결정립 간의 응력 평형은 만
족되나 변형률은 부정합 현상을 나타낸다. 

다결정 전체에 대한 소성일은 다음과 같다.
     


  


 ⋯

 

 


⋯ 

(5)

한 개의 결정입자 당 평균 소성일은 

 
   




 


⋯  (6)

평균 소성 변형률 속도를 Schmidt factor를 이용해 
표현하면 
     




 
 ⋯  (7)

여기서 
는 k-번째 결정입자의 가장 우호적인 슬립시

스템의 Schmidt factor 이고 는 전체 다결정의 평균 
Schmidt factor이다. 따라서 결정입자 하나 당의 평균 
소성일은 

 
    (8)

만약 




  

 ⋯      (9)

이라면 소성일은 0이 되고 탄성변형이 발생한다. 
따라서 주어진 단위 벡터 크기의 응력 방향 에 대

하여 하계항복응력의 크기를 

 

 (10)

으로 정의할 수 있다. 주어진 응력의 방향을 5차원 상의 
단위벡터 라 하고 크기를 s라고 하면 하계항복응력은 

이다.

결정방향의 분산 각도 가 0도, 20도, 무작위 각도인 
경우에 대하여 하계항복응력을 -평면 상에서 상계 항
복응력과 비교하면 Fig. 3와 같다. 각각의 경우에서 하계 
항복 곡선은 상계 항복 곡선 내부에 위치함을 볼 수 있다.

한편 항복응력면을 전단응력 공간에 표시할 수도 있
다. 주응력 3차원 공간 대신 전단응력 2차원 공간 
에 항복응력 면을 표현하면 Fig. 4와 같다. 이 

경우도 마찬가지로 상계응력 면 내부에 하계 항복응력 
면이 존재함을 볼 수 있다. 전단응력 공간에서는 분산 각
도가 증가함에 따라 항복면이 점차 원형에 접근하고 그 
반경은 점차 감소함을 볼 수 있다. Fig. 5에 3차원 전단
응력 공간상에서 상계항복면과 그 내부에 존재하는 하계
항복면을 비교하였다.

2.4 다항식 항복함수와의 비교 
위에서 계산된 결정의 항복면은 Taylor 가정 또는 

Sachs의 가정을 적용한 상계 또는 하계 항복응력면이다. 
실제 유한요소해석에서는 이러한 항복응력을 항복함수로 
전환한 2차 또는 4차의 항복함수가 사용된다. 이러한 예
로는 Hill’s quadratic yield function[1]과 Gotoh의 4
차 항복함수가 있다[2]. 단결정 또는 그에 가까운 금속의 
경우, 항복면이 Fig. 6에서 보는 바와 같이 모서리가 날
카로운 다면체를 형성한다. Fig. 6의 항복면은 Taylor 
가정을 이용한 상계항복면이다. 이러한 실제 결정의 항
복면을 유한요소해석에 활용하기 위하여 최소자승법
(least square method)에 의한 근사화를 거쳐 다항식 
형태의 항복함수로 변환하게 된다. 본 논문에서는 Zhou 
등[3]이 사용한 4차함수를 이용하였다. 이 경우 Fig. 7에
서 보는 바와 같이 오목한 (concave) 부분을 가지는 부
드러운 항복면이 얻어지게 된다. Fig. 7의 항복면은 Fig. 
6에 보여진 결정모델의 항복면과 약간의 차이를 나타낸
다. 한편 항복함수가 볼록함수가 아닌 경우 유한요소 해
석에서 해가 발산하거나 불안정하게 되므로 볼록하지 않
은 항복함수는 볼록화 과정 (convexification) 을 필요
로 한다[10].

 

Fig. 6. 3-D yield surface in ( ,  ,  ) 
space for           
with = 0 degree
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Fig. 7. Least-square fitted 3-D yield surface of 
Fig. 6 in ( ,  ,  ) space for 
          with  = 0 degree

3. 결론 

본 연구의 결론은 다음과 같다. 
1. Taylor의 이론과 Sachs의 이론을 이용하여 면심

입방 금속의 상계 및 하계 항복응력을 집합조직의 
분산 정도에 대하여 예측할 수 있다.

2. 단결정에 가까운 집합조직의 항복면은 모서리가 날
카로운 다면체 형태를 나타낸다.

3. 다항식 형태의 항복함수를 이용하여 다결정 금속의 항
복면을 근사할 경우 항복면은 실제 보다 모서리가 부
드러워지고 오목한 (concave) 면을 가질 수 있으므로 
요한요소 해석에 적용할 경우 주의가 요구된다.
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