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물리정보 신경망과 응용 연구

이상민
한국과학기술정보연구원 국가슈퍼컴퓨팅본부

Physics-Informed Neural Networks and its Applications

Sang Min Lee
Division of National Supercomputing, Korea Institute of Science & Technology Information (KISTI)

요  약  물리정보 신경망은 편미분방정식(PINN)과 같은 모델 방정식을 신경망 자체의 구성 요소로 인코딩하는 신경망이
다. PINN은 정통적인 편미분방정식 해법인 유한차분법, 유한요소법 등의 방법으로는 해결이 어렵거나 불가능한 문제들
을 풀 수 있는 새로운 수치해석 방법이다. 또한 PINN 기법은 분수 방정식, 적분 미분방정식 등 다양한 종류의 PDE에도
손쉽게 적용할 수 있다. 인공지능 딥러닝 기술이 자연어 처리, 빅데이터 분석 등에서 성공적인 결과를 보이고 있는데, 
PINN은 딥러닝의 탁월한 학습 능력을 미분방정식 풀이에 적용하여 수치해석 분야에서 딥러닝의 성공작으로 인식되고 
있다. 이렇듯 PINN은 딥러닝의 핵심 요소인 인공 신경망과 역전파 이론, 자동 미분 등을 핵심 요소로 활용하고 있다. 
본 논문은 PINN의 기본 개념 및 특성과 광범위한 응용사례들을 소개함으로써 PINN의 유용성에 대한 이해를 높이고자
하였다. 그리고 PINN 방법을 쉽고 편리하게 이용하기 위해 개발된 다양한 라이브러리들을 소개하였다. 비록 PINN에
대하여 개선할 부분이 많이 있더라도, 현재 수준의 PINN 기법은 고전적인 수치 기술보다 일부 문제에서 더 나은 해법을
제공하기 때문에 여전히 발전 가능성이 있다고 할 수 있다.

Abstract  Physics-Informed Neural Networks (PINN) are neural networks that encode model equations, 
such as partial differential equations (PDEs), into components of a neural network itself. PINN is a new
numerical analysis method that can solve difficult or impossible problems using methods such as the 
traditional partial differential equation solution, Finite Difference Methods (FDM), and Finite Element 
Methods (FEM). In addition, PINN techniques can be applied easily to various types of PDEs, such as 
fractional equations and integral differential equations. PINN is recognized as a success of deep learning
in numerical analysis by applying the excellent learning ability of deep learning to the solution of 
differential equations. This paper attempts to increase the understanding of the usefulness of PINN by 
introducing the basic concept and various characteristics of PINN and a wide range of application cases.
In addition, various libraries developed to easily and conveniently use the PINN method were introduced.
Although there are many improvements to PINN, the current level of PINN techniques is promising 
because they provide better solutions to some problems than classical numerical techniques.
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1. 서론

지난 50년 동안 지구 물리학에서 생물 물리학에 이르
기까지 다양한 응용 분야에서 다중 규모 물리학
(Multi-scale physics)을 이해하는 데 엄청난 진전이 있
었다. 유한차분법(Finite Difference Method, FDM), 
유한요소법(Finite Element Method, FEM), 스펙트럼
법 및 메쉬 없는 방법 등을 사용하여 편미분방정식
(Partial Differential Equations, PDE)를 수치적으로 
해를 구하여 방법을 지속적으로 연구하고 있다. 그러나 
이러한 수치해석법의 끊임없는 발전에도 불구하고 비균
질 매질에서의 비선형 다중 규모 시스템의 진화를 모델
링하고 예측하는 데에 있어서 고전적인 분석 또는 계산 
도구를 사용하면 필연적으로 심각한 문제에 직면하고 엄
청난 비용과 다양한 불확실성의 원인이 되고 있다. 역문
제(inverse problems)를 푸는 것은 종종 엄청나게 비싸
고 복잡한 공식, 새로운 알고리즘 및 정교한 컴퓨터 코드
가 필요하다. 아울러, 가장 심각한 것은 전통적인 방식을 
통해 경계 조건에 누락(missing), 갭(gappy) 또는 노이
즈(noise) 데이터가 있는 경우, 즉 실제 물리적 문제에서
는 흔히 발생하지만 전통적인 수치해석법으로는 해석이 
불가능하다는 점이다.

심층 신경망(Deep Learning Neural Networks)은 
컴퓨터 비전, 자연어 처리, 게임 이론과 같은 작업에서 
성공하고 있다. 딥러닝(Deep Learning)은 분류, 패턴 
인식 및 회귀 작업이 다양한 애플리케이션 도메인에서 
수행되는 기계학습(Machine Learning, ML) 방식을 변
화시켰다. 심층 신경망은 기계 학습과 인공지능 접근법
을 활용한 편미분방정식(PDE)과 같은 고전적인 응용 수
학 문제를 해결하기 위해 점점 더 많이 사용되고 있다. 
예를 들어, 비선형성 또는 대류 지배성 등이 매우 큰 문
제에 대한 PDE는 표준적인 수치 접근법을 사용하여 해
를 얻기는 매우 어렵기로 알려져 있다. 딥러닝은 신경망
의 보편적인 근사치와 훌륭한 표현력 덕분에 과학적 ML
의 새로운 분야로 부상하고 있다. 특히 기계학습 기반 알
고리듬으로 PDE를 해결하는 방법이 제안되었다[1].

엄청난 성공에도 불구하고 현재 대부분의 ML 접근 방
식은 방대하고 다양한 종류의 데이터에서 해석 가능한 
정보와 지식을 추출하는 것은 불가능하다. 데이터 기반 
모델은 관찰에 매우 잘 맞을 수 있지만, 잘못된 일반화로 
이어질 수 있는 외삽(extrapolations) 또는 관찰 편향
(observational biases)으로 인해 예측이 물리적으로 일
관성이 없거나 타당하지 않을 수 있다. 따라서 물리적 규

칙을 관리하는 ML 모델을 '가르쳐' 기본 물리 법칙과 도
메인 지식을 통합해야 하는 필요성이 있다. 관찰적인 것 
외에 강력한 이론적 제약과 귀납적 편향(inductive 
biases)이 포함되고, 이를 위해, 물리 기반 학습이 필요
할 것이다. 이에 따라 관찰, 경험, 물리적 또는 수학적 이
해에서 비롯된 사전 지식을 활용하여 개선할 수 있는 프
로세스로 정의되는, 새로운 학습 철학이 반영된 ‘'물리 
정보 신경망(Physics-Informed Neural Networks, 
PINN)“이 제안되었다[2].

PINN은 편미분방정식의 해를 제공하는 과학적 기계 
학습 기술이다. PINN은 손실 함수(loss functions)를 
최소화하기 위해 신경망(Neural Networks, NN)을 훈
련시켜 PDE 솔루션을 근사화한다. 여기에는 시공간 도
메인의 경계를 따라 초기 및 경계 조건과 도메인 내에 선
택된 지점(‘연계 좌표(collocation points)’이라 함)의 
PDE 잔차(residual)를 반영하는 계산항이 포함된다. 
PINN은 통합 도메인의 입력 지점이 주어지면 훈련 후 
미분방정식의 해당 지점에서 추정된 솔루션을 생성하는 
딥러닝 네트워크이다. 지배 물리학 방정식을 인코딩하는 
잔류 네트워크를 통합하는 것은 PINN의 중요한 독창성
이다. PINN 훈련의 기본 개념은 이전 시뮬레이션 또는 
실험 결과와 같이 레이블이 지정된 데이터가 필요하지 
않은 비지도 학습(unsupervised learning)으로 생각할 
수 있다. PINN 알고리즘은 지배 방정식을 직접 푸는 문
제를 손실 함수 최적화 문제로 변환하여 PDE 솔루션을 
찾는 본질적으로 메시 없는 기법이다. 수학적 모델을 네
트워크에 통합하고 지배 방정식의 잔차항(residual 
function)과 초기/경계 조건 값 등으로 손실 함수를 구
성함으로써 작동한다.

PINN은 PDE와 그것의 초기/경계 조건을 훈련 손실 
함수에 통합하고, 물리학적으로 제한된 NN, 즉 "데이터
가 없는" NN은 훈련 손실에 PDE를 내장하면서 사용자 
지정 NN 아키텍처를 통해 초기/경계 조건을 적용하여 
시행한다. 이러한 기법은 "물리정보 신경망"이라는 용어
를 만든 Raissi et al(2017)에서 설명되어 있다. 

본 논문에서 PINN이 다양한 과학적 컴퓨팅 문제를 
해결하기 위해 어떻게 사용되는지, PINN의 기본 개념과 
구성 요소에 대한 설명에 초점을 맞출 것이다. 제2장은 
PINN의 기본 특성을 소개하고 PINN 응용 분야와 라이
브러리는 제3장에서 살펴본다. 제4장에서는 PINN의 개
선에 대한 고찰을 하고 마지막 장에서는 결론을 제시한
다.
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2. PINN의 기본 특성

2.1. PINN의 기본 개념과 주요 구성

Fig. 1. Architecture of PINN. The neural networks
can approximate the solution  of 
differential equation. The idea behind PINN
is to train the network using automatic
differentiation.

물리적 정보를 가진 신경망은 데이터가 거의 없는 문
제를 해결할 수 있다. 일반 비선형 편미분방정식에 의해 
지정되고 주어진 물리 법칙을 준수하면서 알려진 데이터
를 사용할 수 있기 때문에 PINN은 지도 학습 문제를 다
루는 신경망으로도 간주된다. PINN은 정수차 PDE[3], 
적분-미분방정식[4], 분수 PDE[5] 또는 확률론적 
PDE[6] 등과 같은 다양한 종류의 미분방정식에 적용할 
수 있다.

PINN의 구동 원리를 살펴보기 위해 일반적 형태의 
미분방정식인 Eq. (1)를 고려해보고자 한다:




. (1)

그리고 Eq. (1)은 Eq. (2)와 같이 기술할 수도 있다.

  

    (2)

여기서 는 미지의 해이며   는 비선형 미분 연산자이

고 는 방정식 (1)의 잔차항(PDE residual 
function)이다. 그리고 초기 조건은 실제로 시공간 영역
에서 Dirichlet 경계 조건의 한 유형으로 간주될 수 있기 
때문에, 문제와 관련된 임의의 초기 또는 경계 조건을 나
타낼 수 있다. 여기서 경계 조건은 예를 들어 Dirichlet, 
Neumannn 또는 주기적 경계 조건 등일 수 있다. 순방

향 문제의 목표는 모든 에 대한 미지수 를 찾는 
것이다.

PINN 방법론에서 는 계산적으로 예측되어 

근사치 을 생성한다:

 ≈  (3)

그러면 Eq. (2)는 아래와 같은 관계로 바뀌게 된다:

 ≈ 


 (4)

만약 가 영(zero)으로 수렴한다면, 그때의 
NN은 물리 법칙을 만족한다고 판단되는 것이다. 이제 

다음 과정은 어떻게 를 영으로 수렴시키는가의 
문제이다. 이는 우리가 딥러닝 학습에서 익히 알고 있는 
방법을 적용할 수 있다.

딥러닝에서 데이터를 학습할 때 우리는 손실 함수
(Loss function, LF)를 정의하여 이를 영으로 수렴하게 
하면 목적를 달성하게 된다. PINN에서 손실 함수 는 
계산 영역 내에서의 연계 좌표들(Collocation points)
에서의 PDE의 잔차항에 대한 평균제곱오차(Mean 
Squared Error, MSE)와 경계 및 초기 조건이 지정되는 

좌표에서의 각 조건 값과 그 좌표에서의  값의 차이
에 대한 평균제곱오차의 합으로 정의할 수 있다:

    (5)

여기서 와 는 각각 아래와 같이 표

현될 수 있다(Raissi et al. 2019).

 



 



ftfi xfi  (6) 

 



 



    


(7)

비선형 미분연산자 에는 종속변수의 공간에 대한 
미분항이 포함될 수 있다. 이는 딥러닝 신경망 구조에서 
역전파 원리(back-propagation theory)에 따라 각 공
간좌표에서의 미분값을 자동적으로 얻게 된다. 
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손실 함수의 최소화 과정을 훈련이라고 한다. 대부분
의 PINN 문헌에서 손실 함수는 Adam과 준뉴턴 최적화 
알고리즘인 제한된 메모리 Broyden-Fletcher- 
Goldfarb-Shanno(L-BFGS) 알고리듬을 사용하여 최적
화된다. 노이즈가 많은 데이터가 포함된 경우에는 
L-BFGS으로 훈련한다면 학습에 최적의 결과를 달성한
다는 것이 알려져 있다.

PINN 기법은 손실 또는 NN에 포함된 문제에 대한 
수학적 설명뿐만 아니라 모델을 훈련하는 데 사용되는 
정보를 기반으로 하며, 훈련 지점의 형태를 취하고 예측
의 품질에 영향을 미친다. PINN을 사용하여 작업하려면 
해결해야 할 과제, 즉 핵심 구성 방정식에 대한 지식과 
신경망 구축 경험이 필요하다.

그러나 문제의 기하학적 구조를 고려하는 것은 매우 
쉽게 이루어질 수 있다. PINN은 고정 격자가 필요하지 
않으므로 복잡한 기하학적 영역에서 고차원 문제를 해결
하는 데 더 큰 유연성을 제공한다. PINN에 대한 교육 포
인트(도메인 내부 지역에 위치한다)의 분포는 PINN의 
유연성에 영향을 미친다. 훈련 지점의 수를 늘리면 근사
치가 확실히 개선되지만, 일부 응용 문제에서는 훈련 장
소의 위치가 중요하다. 훈련 지점을 선택하는 다양한 방
법은 격자 유사 샘플링(lattice-like sampling), 즉 등간격 
샘플링(equalspaced)과 소볼 시퀀스(Sobol sequences) 또
는 라틴 하이퍼큐브 샘플링(Latin hypercube sampling)과 
같은 준 무작위 지정 방법들이 있다.

2.2 PINN의 장점
PINN은 많은 분야에서 기존의 수치 기술보다 더 나

은 성능을 발휘하는 것으로 나타났다. 많은 고전적인 컴
퓨팅 접근법과 달리, PINN의 계산 비용은 격자점의 수
에 따라 증가하지 않는다. 또한 훈련된 PINN 네트워크
는 재교육 없이 다양한 해상도의 시뮬레이션된 격자점에
서 값을 예측하는 데 사용될 수 있다. FEM에서 솔루션은 
알려지지 않은 포인트 값을 가진 조각별 다항식으로 근
사되는 반면, PINN은 가중치와 편향을 가진 신경망을 
이용한다. 또한, FEM은 일반적으로 메시 생성이 필요하
지만, PINN은 메시 생성이 필요 없고 무작위 좌표를 사
용한다. 그리고 PINN은 고려하는 함수들을 근사없이 비
선형성을 유지하는 반면, FEM은 선형적으로 근사한다.

PINN은 미분방정식(순방향 문제)을 푸는 것 외에도, 
PINN은 센서 데이터로부터의 유체 흐름을 특성화하는 
것과 같은 역문제를 해결하는 데 사용될 수 있다. 실제로 
순방향 문제를 해결하는 데 사용되는 것과 동일한 코드

를 사용하여 최소한의 수정으로 역방향 문제를 해결할 
수 있다. 실제로 PINN은 기하학이 매우 복잡하거나 수
치 시뮬레이션이 어려운 도메인 또는 매우 높은 차원의 
PDE를 처리할 수 있으며 역문제 및 제한된 최적화 문제
도 해결할 수 있다.

3. PINN 응용 분야와 라이브러리

PINN이 과학기술 및 산업 분야에서의 긍정적이고 혁
신적인 효과를 중심으로 PINN의 실제 응용 분야 사례를 
간략히 소개한다. 또한 PINN의 활용을 보다 편리하게 
지원해 주는 각종 응용 라이브러리에 대해 살펴본다.

3.1 응용 분야 사례
3.1.1 혈류역학
PINN을 응용하여 혈류의 3D 시뮬레이션에 대한 새

로운 방법이 고안되었다[7]. PINN 방법론을 Navier- 
Stokes 방정식의 형태에 적용되며, 질량과 운동량 보존
과 함께 혈액 속도와 단면적의 진화를 정의하는 접근법
을 사용하였다. 의료 영상 데이터를 사용하여 압력을 추
정하고 흐름 정보를 검색한다. 사전 훈련된 신경망 모델
은 새로운 환자 상태로 빠르게 변경될 수 있다. 이를 통
해 간단한 후처리 단계로 계산할 수 있으므로 보다 복잡
한 모델을 보정하는 간단한 방법이 가능해진다. 그리고 
혈액 속도와 혈관벽 변위의 노이즈 측정을 처리함으로써 
비침습적 MRI 흐름에서 직접 파생된 흐름과 압력파 전
파에 대한 물리적으로 유효한 예측도 제시한다. 임상 데
이터와 일치하는 출력을 제공하도록 신경망을 훈련시킴
으로써 의료 현장에서 성공적인 효과를 가져오고 있다. 

3.1.2 난류 해석
플라즈마의 부분 관측에서 관찰되지 않은 운동 물리량

들을 추론하기 위해 비선형 편미분방정식을 유지하면서 
학습하도록 훈련된 PINN을 사용하는 방법은 자화 충돌 
상황에서의 플라즈마 연구에 적용 가능하다. 이 방법론
은 이전에 표준 분석 방법으로는 달성할 수 없었던 방식
으로 실험과 시뮬레이션 모두에서 난류 모델의 직접 테
스트를 개선할 수 있는 잠재력을 가지고 있다. 결과적으
로 난류장을 진단하기 위한 이 딥러닝 기술은 간단히 적
용할 수 있게 되었다. 그 결과, 추진 엔진과 천체물리학
적 환경에서 자화 충돌 플라즈마의 학제간 연구(계산 및 
실험 모두)에서 적용할 수 있다.
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3.1.3 분자 동역학
PINN은 분자 동역학 시뮬레이션에서 매우 적은 수의 

분자를 사용하여 광범위한 샘플 공간에서 나노 유체의 
점도를 추정할 수 있다. PINN은 깨지기 쉽고 재현 불가
능한 입자를 재현할 수 있으며, 네트워크는 산란 이미지
에서 나노 클러스터의 모양과 방향을 재구성한다. 그들
은 또한 실험 산란 데이터를 정확하게 모방하는 새로운 
기하학적 모양을 발견할 수 있다.

3.1.4 산업 응용 프로그램
윤활유 열화의 과정은 여전히 불분명하기 때문에 이에 

대한 모델은 매우 큰 부정확성을 가지고 있다. 윤활유 열
화의 정도에 대한 육안 검사를 통해서만 베어링 피로 손
상 누적을 확인할 수 있기 때문에 PINN 방법이 도입되
었다. 풍력터빈에 적용한 사례 연구를 살펴본 결과, 모델
이 정확하고 오류가 없는 것으로 나타났다. 윤활유의 손
상 축적 모델도 노이즈가 많은 육안 검사 데이터를 사용
하여 교육하였다. 

3.2 PINN 라이브러리
3.2.1 DeepXDE
DeepXDE[4]는 다양한 경계 조건을 결합하고 복잡한 

기하학적 구조를 가진 도메인에서 문제를 해결할 수 있
는 기능을 제공하여 높은 문제 해결 능력을 자랑한다. 또
한 FEM 정제 접근법과 유사한 훈련 단계 동안 잔류 지점
의 분포를 최적화하기 위한 전략인 잔류 기반 적응 정제
법(residual-based adaptive refinement, RAR)을 제
공한다. RAR은 PDE 잔차가 더 큰 위치에 점을 더 추가
하고 평균 잔차가 임계값 한계보다 작을 때까지 점을 계
속 추가하는 방식으로 작동한다. DeepXDE는 또한 
Constructive Solid Geometry(CSG) 기술을 기반으로 
한 복잡한 구조의 형상을 갖는 도메인에서의 활용을 지
원한다. 

3.2.2 NeuroDiffEq
NeuroDiffEq는 신경망으로 미분방정식을 풀기 위한 

PyTorch 기반 라이브러리이다[8]. NeuroDiffEq는 엄
격한 제약 조건, 즉 NN 구성을 통해 초기/경계 조건을 
충족함으로써 기존의 PDE(열 방정식 및 포아송 방정식 
등)를 2D로 해결하는 NN으로 만든다. 

3.2.3 Neural PDE

Neural PDE는 과학적 기계 학습과 미분방정식 모델
링을 위한 도구 모음인 SciML의 일부 라이브러리이다. 
특히 SciML(Scientific Machine Learning)[9]은 물리 
법칙과 과학 모델을 기계 학습 기술과 결합한 Julia어로 
작성된 라이브러리이다.

3.2.4 ADME
ADME는 수치 기술을 개발하고 신경망에 연결하는 

데 사용될 수 있다[10]. 특히 ADME는 텐서플로우의 기
능을 확장하고 강화하여 개발되었다. ADME는 비선형 
탄성, Stokes 문제, Burgers 방정식과 같은 다양한 예를 
해결하는 데 사용된다. 또한, ADME는 신경망을 사용하
여 확률 모델의 역문제를 해결하기 위해 사용된다.

4. 고찰

PINN의 능력을 향상시키기 위해 많은 연구가 진행되
고 있으나, 아직도 실세계 상황에 대한 수많은 미해결 문
제가 해결 대상으로 남아있다. 이는 보다 많은 이론적인 
고려 사항(경계 조건 관리, 신경망 설계, PINN 아키텍처 
설계 및 최적화 등)에서 연구 대상의 문제들도 광범위하
게 존재한다. 

이전에 물리학을 이용한 딥러닝 방법은 물리학, 엔지
니어링 및 금융에서 중요한 고차원 PDE를 해결하는 효
과적인 방법이 될 수 있는 잠재력을 가지고 있다. 반면에 
PINN은 특정 PDE를 위해 설계된 다른 수치 방법과 비
교할 때 PDE의 솔루션을 정확하게 근사하는 데 아직도 
어려움을 겪는다.

5. 결론

본 논문에서 Raissi et al.(2017)의 첫 번째 제안에 따
른 PINN의 개념을 소개하였다. 초기 및 경계 조건을 포
함한 손실과 신경망 구조에 인코딩된 경계 조건을 포함
한 형태 버전의 PINN을 중심으로 살펴보았다. 가장 주
목할 만한 것은 PINN 방법으로 전통적인 수치해석의 한
계를 대부분 극복할 수 있다는 것이다. 그러나 수많은 이
론적 문제들이 아직 해결되지 않은 채로 남아 있고, 
PINN을 최적으로 훈련하고 여러 방정식을 해결하기 위
해 PINN을 확장하는데 여전히 개발 가능성이 있다. 비
록 PINN에 대하여 개선할 부분이 많이 있더라도, 현재 
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수준의 PINN 기법은 고전적인 수치 기술보다 일부 문제
에서 더 나은 해법을 제공하기 때문에 여전히 발전 가능
성이 있다고 할 수 있다.

PINN의 솔루션 정확도를 향상시키기 위한 최적 훈련
에 대한 방법론과 신경망 아키텍처를 포함한 PINN 전체 
아키텍처 설계 등에 대한 연구는 도전적 과제가 될 것이
다. 후속 연구에서는 이러한 과제들에 대하여 다루고자 
한다.
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