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물리정보 DeepONet의 이해

이상민
한국과학기술정보연구원 국가슈퍼컴퓨팅본부

Understanding on Physics-Informed DeepONet

Sang Min Lee
National Suupercomputing Division, Korea Institute of Science and Technology Inforrmation

요  약  편미분방정식(PDE)은 과학 및 공학의 모든 분야에 걸쳐 복잡한 동적 프로세스의 수학적 분석과 모델링에서 중심
적인 역할을 한다. 최근 몇 년 동안 머신러닝 기법은 PDE를 시뮬레이션하는 새롭고 효과적인 방법으로 각광받고 있다.
이 중 대표적인 방법으로 현재 많은 관심을 끌고 있는 물리정보 신경망(Physics-Informed Neural Networks, PINN)
을 대표적인 예로 들 수 있다. PINN은 심층 단일 신경망을 사용하여 관측 데이터를 물리 시스템의 전체 시공간에서 
PDE와 함께 학습하여 매우 빠르게 솔루션을 구할 수 있다. PINN은 종종 초기 또는 경계 조건, 다른 입력 조건 등에
따라 아주 많은 비용 뿐만 아니라 매우 어려운 분석 또는 계산 등이 필요할 수 있다. PINN의 한계인 비선형 문제에 
대한 해결력을 강화하기 위하여 물리정보 심층 연산자 신경망(Deep Operator Networks, DeepONet)이 제안되었다.
본 논문에서는 쌍으로 구성된 입출력 훈련 데이터가 없는 경우에도 임의의 PDE의 솔루션 연산자를 학습하기 위해 고안
된 딥러닝 프레임워크인 물리정보 DeepONet를 소개한다. 제안된 프레임워크가 기존 PDE 솔버에 비해 매우 빠르게
다양한 유형의 매개 변수 PDE의 솔루션을 신속하게 예측할 수 있으며, 과학 및 공학에서 비선형 및 비평형 프로세스의 
모델링 및 시뮬레이션을 위한 이전에 탐구되지 않은 패러다임을 설정하는 데 효과적임을 여러 사례 연구를 통해 확인해 
볼 수 있다. 

Abstract  Partial differential equations (PDEs) play a pivotal role in mathematical analysis and modeling
of dynamic processes across various disciplines of science and engineering. Machine learning (ML) 
techniques have emerged as a promising new approach to solving PDEs. Among them, Physics-Informed
Neural Networks (PINNs) have garnered significant attention in numerous scientific and engineering 
studies. PINNs employ a single deep neural network to assimilate observational data with PDEs across
the entire space-time of a physical system, subsequently yielding rapid solutions. However, a PINN may 
entail intricate analyses or computations and can be cost-intensive, depending on initial or boundary 
conditions and other input parameters. To address the limitations of the PINN, especially concerning 
resolution for nonlinear problems, the Physical-Informed Deep Operator Network (DeepONet) is 
introduced in this paper. The Physics-Informed DeepONet is a deep learning framework crafted to 
discern solution operators for any given PDEs, even in scenarios lacking paired input/output training 
data. The proposed framework is able to predict solutions for various types of parameterized PDEs much
faster than conventional PDE solvers. Several cases confirm that this approach is effective in establishing
previously unexplored paradigms for modeling/simulating nonlinear and non-equilibrium processes in 
science and engineering.
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1. 서론

일반적으로 시간 의존적 상미분 또는 편미분 방정식
(ODE/PDE)으로 표현되는 진화 방정식은 유체 역학에서 
전자기학, 양자역학 및 고체역학에 이르기까지 다양한 
과학 영역에 걸쳐 복잡한 동적 시스템의 분석, 모델링 및 
시뮬레이션에서 중요한 역할을 한다[1]. 이러한 미분방정
식을 시뮬레이션하기 위한 전통적인 접근 방식은 흔히 
알려지지 않은 솔루션의 이산적이고 유한한 차원의 표현
(일반적으로 다항식, 삼각 함수 등과 같은 고정된 특징의 
선형 조합으로 매개 변수화함)을 가정하여 해를 구한다
[2]. 이러한 기법은 지난 수십 년 동안 철저히 연구되어 
현대 컴퓨터를 활용하는 과학 및 공학의 주요 작업에 핵
심적인 역할을 하는 유한 요소 방법[3] 및 룬지-쿠타법
[4]와 같은 강력하고 입증 가능하게 정확한 기술로 이어
졌다. 그러나 진화 방정식의 복잡성이 증가함에 따라 시
뮬레이션 비용도 증가한다. 전통적인 수치해석 기법의 
한계성을 인식하고 새로운 방법으로 시뮬레이션을 가속
화 하는 연구가 진행되었다. 

기계학습(Machine Learning, ML) 혁명이 과학의 모
든 분야에 지속적으로 영향을 미치면서 ODE 및 PDE의 
시뮬레이션을 가속화하기 위한 새로운 기술들이 제안되
고 있다. 신경망 기법[5]은 선험적으로 결정된 일련의 고
정된 기능을 사용하여 목표 솔루션을 표현하는 대신, 기
본 진화 법칙에 적응된 효과적인 표현을 학습할 수 있는 
기능을 제공한다. 대표적인 예는 관측된 데이터에 맞도
록 단일 심층 신경망을 사용하여 PDE 시스템의 전체 시
공간 솔루션을 표현하도록 선택하는 물리정보 신경망 프
레임워크이다[6]. 이러한 접근법의 매력적인 특성은 더 
이상 PDE를 공간적 또는 시간적 이산화할 필요하지 않
거나 외부 훈련 데이터 조차 필요하지 않다는 것이다. 또
한 네트워크[6]가 훈련되면 전체 글로벌 솔루션을 빠르게 
얻을 수 있다. 그러나 이러한 혁신성은 종종 정확도가 떨
어지는 대가가 뒤따른다. 그럼에도 불구하고, PINN[7], 
변형 PINN[8-10], 생체공학[11], 재료[12] 및 금융[13] 
등을 포함한 다양한 응용 분야에서 현재 활발히 사용되
고 있다. 그러나 ML 기반 접근법[14]의 부정확성은 여전
히 해결되지 않은 문제로 남아 있으며 기존 문헌에서는 
대체로 간과되어 왔다.

PINN은 기존의 수치 해석 방법에 비해 빠르고 정확
한 해를 얻을 수 있지만, 훈련 데이터가 충분하지 않으면 
정확한 해를 얻기 어렵고, 물리 법칙의 미분 방정식을 직
접 학습하기 때문에 비선형 문제 또는 복잡한 물리 시스

템 등을 해결하기에는 한계가 있다. 그러나 데이터에만 
의존한 해석에 물리적인 제한조건을 포함함으로써 구해
지는 해에 물리적 타당성이 부여되어 해에 대한 과학적 
신뢰성을 확보한다는 측면에서 새로운 기계학습의 장, 
즉 “물리정보 기계학습(Physics-Informed ML, PIML)
“을 여는 첫 시도인 점에서 매우 의미있는 연구이다. 

보편적 근사 정리(Universal Approximation Theorem) 
[15]를 기반의 깊은 연산자 네트워크(Deep Operator 
Network, DeepONet)는 물리 법칙을 데이터에 맞춰 
학습하는 물리 정보 신경망(PINN)의 한계를 극복하기 
위해 개발되었다[16]. 물리정보 DeepONet은 비선형 문
제 또는 복잡한 물리 시스템을 해결하기 위해, 물리 법칙
의 미분방정식을 직접 학습하거나 솔루션을 직접 모델링
하기보다는 연산자 자체를 학습한다. 이렇게 함으로써, 
매개변수 PDE 해석에 매우 빠른 해석이 가능해진다. 일단 
주어진 연산자를 학습하면, DeepONet은 연산(학습)을 
완료하면 다른 신경망보다 더 빨리 예측을 할 수 있다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2절에서는 
Raissi 등[6]이 제시한 PINN과 PINN의 개선 방법으로 
DeepONet 프레임워크의 개요를 살펴본다. 3절에서는 
DeepONet의 주요 응용 분야에서의 적용 사례들을 살
펴본다. 마지막 4절에서는 본 연구에서의 주요 발견, 잠
재적 함정 및 단점에 대한 논의뿐만 아니라 향후 연구 방
향 제시로 마무리된다.

2. 물리정보 기계학습(PIML)

2.1 PINN
PINN는 머신러닝 기법을 활용하여 PDE를 푸는 최신

의 방법이다. PINN은 입력-출력 데이터를 기반으로 지
도학습 작업을 수행하도록 훈련되는데 그치지 않고, 일
반적인 비선형 PDE로 표현되는 주어진 물리적 법칙을 
준수하도록 훈련된다. 이 접근 방식은 명시적인 메쉬 생
성 없이 복잡한 기하학을 다룰 수 있으며, 필요에 따라 
데이터를 기반으로 솔루션을 구할 수 있는 장점이 있다. 
그러나 PINN를 훈련하는 데는 상당한 계산 자원이 필요
하며, 네트워크의 아키텍처와 하이퍼파라미터에 민감하다.

이 절에서는 시간 의존적 PDE를 해결하기 위한 물리
정보 신경망에 대해 간략하게 살펴본다. 일반적인 미분
방정식의 형태를 아래와 같은 초기/경계값을 취하는 문
제를 고려한다:
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    ∈ ∈ (1)

   ∈ ∈ (2)

   ∈ (3)

여기서 와 는 각각 공간과 시간 좌표를 의미하고, 

는 미분방정식 연산자를 표시한다. 그리고 는 구하

고자 하는 해를 뜻한다.

우리는 심층 신경망 에 의해 를 근사화

함으로써 진행하는데, 여기서 는 네트워크의 모든 훈련 
가능한 매개 변수를 나타낸다. 그러면, 우리는 대응하는 

PDE 잔차 를 다음과 같이 정의할 수 있다:

  


    (4)

여기에서 공간 및 시간 좌표에 대한 신경망 표현의 부
분 도함수는 신경망에서 자동 미분을 사용하여 쉽게 계
산될 수 있다[17]. 물리정보 신경망은 다음과 같은 정의
된 손실 함수를 최소화함으로써 훈련될 수 있다.
          (5)
여기서 

  



  



 
 

 , (6)

 



  



 
 

  
 

 ,(7)

 



  



 
  

  (8)

그리고 , , 그리고 는 확률적 경사 하강법
(stochastic gradient descent algorithm, SGD)의 각 
순환 과정에서 계산 영역, 경계 그리고 초기 조건에서 무
작위로 선택된 훈련 데이터의 배치 크기를 의미한다. 또한 
, , 그리고 는 각 손실함수에 대해 서로 다른 
학습률을 효과적으로 할당할 수 있는 손실항의 가중치 
계수에 해당한다. 이러한 가중치는 사용자가 지정하거나 
네트워크 훈련 중에 자동으로 조정될 수 있다[18,19].

기존 PINN 방법론이 상대적으로 간단한 문제에 대한 
좋은 모델을 학습할 수 있지만 일반적으로 물리적 현상
을 학습하는 데 쉽게 실패할 수 있다.  예를들면 비선형 
미분방정식(대류 방정식(convection PDE), 반응-확산 
방정식(reaction-diffusion PDE), 확률미분방정식(stochastic 
differential equation) 등)의 해석에는 큰 오류를 보인다.

2.2 물리정보 DeepONet
최근에는 Lu et. al.[20]는 무한 차원 선형 위상공간의 

함수를 매핑하는 추상 비선형 연산자를 학습하는 심층 
연산자 네트워크를 제안했다. 본 논문에서는 시간 종속 
PDE에 특별히 초점을 맞춘 물리정보  DeepONet를 간
략하게 소개하고자 한다.

초기 조건 에서 관련 PDE 솔루션 을 
구하기 위해 솔루션 연산자 G를 학습하는 데 관심이 있
다. 이를 위해 솔루션 연산자 G를 DeepONet 로 나
타낸다. Fig. 1에 표시된 것처럼 DeepONet 아키텍처는 
각각 "가지망(branch networks)"과 "줄기망(trunk 
networks)"이라고 하는 두 개의 별도 신경망으로 구성된
다. 가지망은 매개 변수 s를 입력으로 받아 [b1, b2, ..., 
bq]T를 출력으로 반환한다. 여기서 u = [u(x1), u(x2), 
...,u(xm)]T은 고정 위치 집합에서 구해진 함수 u를 의미
한다. 줄기망은 연속 좌표 (x, t)를 입력으로 받아 [t1, t2, 
..., tq]T를 출력한다. DeepONet의 최종 출력은 내적
(inner product, ‘∙’)을 통한 분기망과 줄기망 출력을 병
합하여 얻어진다. 보다 구체적으로, (x, t)에서 평가된 입
력 함수의 DeepONet 예측은 다음과 같이 표현될 수 
있다:

   
  



   (9)

여기서 는 가지 및 줄기 네트워크에서 훈련 가능한 모
든 가중치와 편향의 집합을 나타낸다. DeepONet 모델
의 출력은 쿼리 포인트(x, t)에 대해 지속적으로 미분 가
능하므로 자동 미분[17]을 사용하여 관련 PDE 잔차를 
계산할 수 있다:

 


   (10)

그러면 다음과 같은 손실함수를 공식화하여 물리정보 
DeepONet을 완성할 수 있다:

Fig. 1. Architecture of Physics-Informed DeepONet:
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Fig. 3. Mechanical structure of the 
1D finite element model

        (11)
여기서

    
 

  




 



∣ 
     ∣ (12)

  



  




  

 ∣  
   

    
   

 ∣ (13)

   



  




  

 ∣
  

   
  ∣ . (14)

제안된 물리정보 DeepONet 아키텍처는 Fig. 1에 요
약되어 있다. DeepONet 아키텍처[16]는 두 개의 하위 
네트워크, 즉 입력 함수의 잠재적 표현을 추출하기 위한 
가지망과 출력 함수가 평가되는 입력 좌표의 잠재적 표
현을 추출하기 위한 줄기망으로 구성된다. 출력 함수들
은 내적을 통해 각각의 서브 네트워크에 의해 추출된 잠
재 표현들을 병합함으로써 얻어진다. 그런 다음 자동 미
분은 PDE의 주어진 시스템을 만족시키기 위해 DeepONet 
출력들을 편향시키기 위한 적절한 정규화 메커니즘을 공
식화하는데 사용된다.

이 아키텍처는 각각 "가지" 및 "줄기" 네트워크로 명명
된 두 개의 신경망을 특징으로 하며, 이를 통해 임의 
PDE의 솔루션 연산자를 학습할 수 있다. 다음에서는 다
양한 유형의 매개 변수 PDE를 해결하기 위한 일련의 포
괄적인 수치 연구에 걸쳐 물리정보 DeepONet의 효과
를 입증하고 있다. 

3. 물리정보 DeepONet 적용사례

3.1 지진 진원 위치 특정화
인간의 활동에 의해 유도된 지진은 공공 안전에 상당

한 위협이 되기 때문에, 정확하고 시기적절하게 지진의 
진원을 위치를 찾는 것이 매우 중요하다. 실시간 지진 위
치를 특정화할 수 있는 매개변수 편미분방정식의 솔루션 
연산자를 학습하기 위해 DeepONet을 적용하였다[21]. 
DeepONet은 신경 연산자를 활용하여 지진 도달 시간 
및 속도 모델의 정보를 통합하여 지진 소스와 관련된 이
동 시간 필드를 추정하는 방법을 학습하였다. 결과는 이
질적이고 복잡한 속도 모델에서도 지진 진원을 놀라운 
정확도로 찾을 수 있다(Fig. 2 참조). 이 방법은 이동 시
간 선택 오류 및 속도 모델 변동으로 인한 진원의 불확실
성을 정량화하기 위한 계산적으로 효율적인 접근 방식을 
제공한다.

Fig. 2. A result of Physics-Informed DeepONet

3.2 리튬이온 베터리 열폭주 현상 예측
리튬이온 배터리의 열폭주 현상은 폭발 및 화염으로 

인하여 인명사고를 유발할 수 있기 때문에 세심한 예측 
및 관리가 필요하다. 다양한 열 운전조건 및 남용조건에
서 배터리의 열폭주 현상(Fig. 3 참조)을 예측하기 위한 
심층 연산자 네트워크를 이용하였다[22]. 구체적으로, 심
층 연산자 네트워크는 배터리에 가해지는 다양한 열 운
전조건에 대한 배터리의 온도와 양극, 음극, 전해질 그리
고 고체 전해질 계면의 농도 변화에 대한 예측이 가능한 
모델이다. 학습된 심층 연산자 네트워크는 실제 열폭주 
실험결과 및 다양한 열 운전조건에서의 유한 요소 분석 
결과를 통해 정확성과 견고성이 확인되었다.

3.3 첨단 재료 및 공정의 디자인 최적화
이 사례는 수치 집약적이고 도전적인 다중 물리학 설

계와 첨단 재료 및 프로세스의 최적화를 위해 물리정보 
DeepONet를 사용하였다[23]. DeepONet 네트워크는 
가변 부하와 재료 특성을 가진 소성 변형 하에서 공간적
으로 가변적인 열원과 고도의 비선형 응력 분포로 열전
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도 방정식(포아송 방정식)을 해결에 적용되었다(Fig. 4 
참조). DeepONet은 다양한 현상과 프로세스의 매개변
수 PDE를 학습할 수 있기 때문에 적절하게 훈련된 
DeepONet은 재교육 및 학습과 고전적 수치 방법보다 
몇 배 빠른 속도로 새로운 매개변수 입력에 대한 열 및 
기계적 솔루션을 즉각적이고 정확하게 추론할 수 있다.

Fig. 4. Temperature distribution

4. 토의 

본 논문은 비선형 연산자를 근사화하기 위한 새로운 
딥러닝 프레임워크로 물리정보 DeepONet을 살펴보았
다. 자동미분 기능을 활용하여 DeepONet의 출력을 물
리적으로 일관된 예측하고, 간단하지만 효과적인 메커니
즘을 제시하여 기존 연산자 학습 기술에 비해 예측 정확
도, 일반화 성능 및 데이터 효율성을 크게 향상시킬 수 
있었다. 더욱 흥미로운 사실은 물리정보 DeepONet가 
쌍으로 구성된 입출력 훈련 데이터가 없는 경우에도 매
개 변수 PDE의 솔루션 연산자를 학습할 수 있다는 것이
다. 이 기능은 기존의 전통적인 해법에 비해 최소 수 천 
배 더 빠른 속도로 과학과 공학의 다른 응용 분야에서 활
용되고 있다.

복잡한 물리적 시스템의 수학적 분석, 모델링 및 시뮬
레이션에서 PDE가 갖는 중요한 역할을 고려할 때, 물리정
보 DeepONet 아키텍처는 유체 역학, 전자 광학, 양자 역
학 및 재료공학 등을 포함한 다양한 문제 영역에 걸쳐 널
리 사용될 수 있으므로 과학 및 공학 분야에서 널리 적용
될 수 있을 것이다. 그러나 입증된 가능성에도 불구하고 
수많은 기술적 난제들이 여전히 알려져 있어 추가 연구가 
필요한 상황이다. 예를 들면, 1) DeepONet를 훈련하는 
데 사용할 적절한 가중치를 결정하는 문제, 2) 훈련을 가
속화하고 예측된 출력에서 정확성과 견고성을 보장하기 
위한 효과적인 알고리듬에 대한 설계 문제 등이 있다. 

5. 결론

신경망 은닉층의 폭과 깊이에 제약 없이 신경망이 임의
의 정확도로 연속 합수를 근사할 수 있다는 “보편적 근사 
정리”를 근거로 은닉층이 있는 신경망은 비선형 연속 함수 
또는 비선형 연산자를 정확하게 근사할 수 있음을 알 수 
있었다. 복잡한 형상, 알 수 없는 경계 조건 또는 고차원 
문제의 경우 DeepONet은 매우 매력적인 접근법을 제공
할 것이다. 인공지능 기반의 PDE 해법인 DeepONet은 
과학 및 공학의 다양한 응용 분야에서 복잡하고 비선형적
이며 멀티스케일 물리적 시스템을 모델링하고 시뮬레이션
하는 방법에 패러다임 변화를 가져올 것이다.

물리정보 DeepONet를 다양한 응용 분야에 적용하기 
위한 연구를 수행할 계획이다. 복잡한 현실적인 물리 시
스템에 대한 효과적인 모델링 기법 연구, 다양한 물리학
적 조건에서의 일반화 연구, 제한된 물리 데이터에서 더 
효과적으로 모델을 학습시키는 방법에 대한 연구 등은 
DeepONet의 기능을 한층 높이는 계기가 될 것이다.

이 논문은 2023년도 한국과학기술정보연구원(KISTI)
의 기본사업으로 수행된 연구입니다(과제번호: K-23-L0 
5-C02-S09).
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