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J 적분에 의한 모드 II 상태에서의 응력확대계수 해석에 관한 연구

김원범
울산과학대학교 조선해양시스템공학과

Evaluation of Stress Intensity Factor at Mode II condition 
by J integral

Won Beom Kim
Department of Naval Architecture and Ocean Engineering, Ulsan College

요  약  대형 강구조물에서는 구조물의 형상에 따라서 여러 가지 하중을 받는다. 많은 경우 수직하중이 구조물에 가장
큰 영향을 미치는 주요한 하중이지만, 한편 구조물이 받는 하중에 따라 전단하중이나 복합하중이 구조물의 수명에 큰
영향을 미칠 수 있다. 본 연구에서는 피로 파괴현상에서 하중상태에 따른 모드 II 상태에서의 응력확대계수에 대해 고찰
하였다. 피로 파괴와 관련된 연구에서 응력확대계수 평가는 모드 I의 경우에 대하여 많은 연구를 실시하고 있으나 상대
적으로 모드 II에 대한 연구는 적다. 또한 모드 II 하중상태에서의 표준화된 시험편이나 시험방법이 정립되어 있지 않아
각 연구자별로 다양한 시험편이 사용되고 있다. 본 연구에서는 모드 II 하중상태에서의 시험편의 거동을 J 적분을 사용한 
유한요소해석을 통해 응력확대계수 K를 계산한 결과를 타 연구결과와 비교하여 나타내었다. 본 연구에서 J적분에 의한 
유한요소해석에는 in-house FEM 프로그램을 사용하였다. 모드 II 상태에 대한 해석을 위하여 해석대상에서 전체 모델
을 사용하였다. 해석에서는 전체 모델에서 균열길이가 0.04 m일 때 노드개수는 3905개이며 요소의 개수는 7596개이
다. 계산결과는 다른 연구결과와 비교하여 계산된 구간에서 97.4 % 이상의 일치도를 확인할 수 있었다.

Abstract  Large steel structures are exposed to several types of loads depending on the configuration of 
the structure or member. In many cases, the axial force primarily affects the strength of structures. On 
the other hand, the life of a structure can be affected depending on the type of load, for example, shear
force or mixed loads. This study examined the Mode II state of the loading condition under fatigues and
fractures. Mode I fatigues and fractures have been extensively studied in evaluating the stress intensity 
factor (SIF), but Mode II failure has seldom been studied. In addition, many types of specimens have 
been used because a standardized specimen or experimental procedure has not yet been established for
Mode II conditions. Therefore, the behavior of the SIF of the Mode II condition was examined using the
finite element method (FEM) and J integral with an in-house FEM program. The evaluation used 3905
nodes and 7596 elements of a full model specimen with a crack length of 0.04 m. The results were 
compared with other results, and an accuracy of more than 97.4 % was achieved with the proposed 
calculation. 
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1. 서론

수많은 용접이음으로 이루어진 선박을 비롯한 해양구
조물 또는 대형 강구조물에 작용하는 하중은 반복적으로 
작용하는 경우가 많으며, 화물이나 작용하중의 방향에 
따라 수직하중 또는 전단하중 등의 형태로 작용하게 된
다. 이와 같은 경우 제조중 또는 사용 중의 원인에 기인
하는 구조재료의 결함이나 구조적 형상에 의한 불연속부 
또는 용접결함 등으로부터 균열이 자주 발생된다. 이와 
같은 이유로 발생한 균열이 수직하중 또는 전단하중에 
의하여 모드(Mode) I 또는 모드 II 상태의 파괴역학적 
상태에 놓이게 되며, 발생한 균열의 위험성은 각각의 모
드 상태에서의 응력확대계수를 구하는 것에 의하여 파악
할 수 있다. 한편, 균열에 대한 피로 파괴해석에서 가장 
많이 사용되는 파괴역학적 파라미터는 응력확대계수 K
이며 그 중에서도 모드 I에 대한 해석을 많이 실시하고 
있다. 

그러나 전술한 바와 같이 다양한 하중을 받는 선박이
나 해양구조물을 포함한 각종 구조물에서 전단하중이 작
용하는 경우 균열에 대한 모드 II 상태에서의 균열 해석
의 필요성이 있으며 이와 관련된 선행 연구결과들이 있
다[1-7]. 

예를 들어, 비대칭 4점 굽힘 시험편에 의한 모드 II 시
험 연구[1], 짧은 보 압축시험법에 의한 모드 II 시험 연
구[2], 적층판 박리균열에 대한 혼합 모드 계산을 위한 J 
적분을 사용한 상호 적분 접근법에 관한 연구[3], 중앙경
사균열이 있는 브라질리언 디스크에 의한  모드 I 및 모
드 II 시험 연구[4], 콘크리트와 같은 취성재료에 대해 미
세균열 모델을 사용한 모드 II 파괴에 관한 연구[5], 혼합 
모드 I/II/III에서의 파괴시험과 순수 인장, 순수 평면 내 
및 평면 외 전단모드까지 모드 혼합을 생성할 수 있는 하
중장치에 관한 연구[6] 그리고 CTS(Compact Tension 
Shear) 시험편을 사용한 모드 I + II 에 관현 연구[7]등
이 있으며 이와 같이 모드 II 및 복합 모드에 대한 다양한 
연구들이 실시되고 있다. 

이에 따라 본 연구에서는 모드 II 상태의 하중을 받는 
균열에 대하여 파괴역학적 해석을 실시하여 그 결과를 
파악하기로 하였다. 본 연구를 통하여 기존에 많은 연구
가 이루어진 모드 I 보다는 특히 모드 II에 대한 평가를 
주목하여 J 적분을 사용하여 평가하며, 추후 모드 I + 모
드 II의 복합적 하중 상태 하에서의 응력확대계수 연구에
도 적용할 수 있으며, 안전한 구조물 사용의 지침을 얻고
자 하였다.

2. 연구방법

2.1 응력확대계수의 평가법
구조물의 응력집중부나 결함 등에서 발생한 균열에 대

해서는 파괴역학적 파라미터를 사용하여 균열에 대한 해
석을 실시하며 균열의 위험성을 판단하게 된다. 

이때 파괴역학적 파라미터중 응력확대계수를 사용하
는 경우 하중을 받는 양식을 Fig. 1과 같이 크게 3가지 
모드 I, II, III으로 구분하여, 균열을 가진 부재가 하중을 
받는 형태로부터 응력확대계수를 구분하여 해석을 실시
할 수 있다[8].

Fig. 1. The three modes of loading that can be applied 
to the crack. (a) Mode I (opening) (b) Mode II 
(In-Plane Shear) (c) Mode III (Out-of-Plane 
Shear)

Fig. 1 b)와 같이 전단응력이 작용하고 있는 경우, 응
력확대계수 KII는 다음 식으로 나타낼 수 있다. 

     (1)

한편, 무한 판에 대한 응력확대계수를 나타내는 Eq. 
(1)에서, 유한판인 경우에는 Eq. (1)에 대하여 유한 판의 
형상계수(correlation factor) f(β)를 구하여 곱하면 유
한 판에 대한 응력확대계수를 나타낸다. 

2.2 유한 판의 모드 II 평가법 및 연구배경
2.2.1 Richard and Benitz[9]의 연구 
Richard and Benitz[9]는 모드 I/II의 상태에서 실험을 

실시할 수 있는 Fig. 2의 시험편, 지그(jig) 그리고 모드 I/II
에서의 계산식 및 형상계수에 대한 선도를 제시하였다. 

모드 II에 대해 제시된 계산식은 Eq. (2)와 같다. 형상
계수에 대한 선도에서는 균열길이 a와 시험편 폭 W의 
비 a/W에 따른 형상계수 및 하중각도와의 비로 제시되
어 있다. 
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Fig. 2. Device for the application of superimposed 
normal and shear loads to a fracture 
mechanics specimen[9]. 
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본 연구에서는 모드 II에서의 계산결과의 정도 검증을 
위하여 Richard and Benitz[9]의 모드 II 식을 사용하
여 비교하기로 하였다.

2.2.2 Dahlin and Olsson[10,11]의 연구
Dahlin and Olsson[10,11]은 Fig. 3의 시험편에 의

한 실험과 유한요소해석을 실시하고 다음의 Eq. (3)을 제
시하였다. 지그 형상은 Richard and Benitz[9]의 지그
와 비교하여 상당히 다른 형태를 나타내고 있다. 본 연구
에서는 계산정도의 검증을 위하여 계산결과를 이 식과도 
함께 비교하기로 하였다. 

Fig. 3. The load setup generates the following loads 
to the specimen under mode II
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2.2.3 Gong and Choi[12]의 연구 
Gong and Choi[12]는 혼합모드 I+II에서 피로하중

에 의한 균열진전거동을 실험적으로 고찰하였다. 저자들
은 혼합모드 피로균열의 거동에 대한 실험표준의 미제
정, 실험방법의 다양성과 이로 인한 연구결과들의 차이 
등으로 인하여 일관적이고 통일적인 평가가 어렵다고 지
적하였다. 또한 변동하중 모델의 복잡한 하중조건에 관
한 연구는 아직 부족한 실정이라고 지적하였다. 

저자들은 응력확대계수 계산식과 실험에 사용한 시험
편은 Richard and Benitz[9]의 시험편을 수정한 시험편
을 사용하여 실험 연구를 진행하였다. 이 논문에서는 모
드 II에 대한 응력확대계수를 구하기 위한 J 적분이나 유
한요소해석은 실시하지 않았다. 

2.2.4 Hong and Song[13]의 연구
Hong and Song[13]은 하중모드 측면에서 순수 모

드 I 하중상태 하에서의 연구는 활발히 이루어졌으나, 
실제 구조물에서 대부분 발생하는 혼합모드 하중상태 
하에서의 연구는 아직 부족한 실정이라고 지적하였으
며, 균열발생단계와 균열전파단계에서의 모드 II의 영
향을 고찰하였다. 사용한 시험편은 Richard and 
Benitz[9]의 시험편을 수정한 시험편을 사용하여 실험 
연구를 실시하였다. 

또한 저자들은 일반적인 실험에 의해 모드 II 하중의 
영향에 대한 고찰은 어려우므로 혼합모드 I+II 하중 이후
에 모드 I 상태의 피로균열 전파거동을 통해 모드 II 성분
에 의한 영향을 파악하였다.

이 논문에서 저자들은 모드 II에 대한 응력확대계수 
계산은 Richard and Benitz[9]가 제안한 식을 사용하였
고 응력확대계수를 구하기 위한 별도의 유한요소계산은 
실시하지 않았다.

2.2.5 Antunes et al.[14]의 연구 
Antunes et al.[14]은  혼합모드 I/II 하중상태에서의 

피로 파괴연구를 위해 Compact Tension Shear(CTS) 
시험편을 사용하여 고찰하였다. 저자들은 Richard and 
Benitz[9]의 모델과 동등한 모델을 사용하였다. 저자들
은 유한요소해석을 통하여 모드 II 상태의 응력확대계수
를 구하기 위한 유한요소모델에서 시험편의 강체운동을 
일으키지 않도록 경계조건을 부여하여 모드 II에 대한 
해석을 실시하였다. 저자들이 사용한 시험편은 Fig. 4
와 같다. 
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Fig. 4. Configuration of the specimen used by 
Antunes et al.[14] for FEM calculation 

3. 결과 및 고찰

3.1 J 적분 계산법
본 연구에서는 모드 II 상태에서의 균열거동 파악을 

위한 응력확대계수 K를 계산하기 위하여 유한요소해석
에 의한 J 적분 계산을 실시하였다. J 적분의 적분경로는 
Fig. 5와 같으며, J 적분 계산과정은 다음과 같다. 

  


 


 (4)

여기서 
W: strain energy density
T: components of the traction vector
u: displacement vector components
ds: length increment along the contour Γ

여기서 

  






  

nj : components of the unit vector normal to Γ 

여기에서 구한 J값은 평면응력상태일 때 Eq. (5)가 성립
하는 것으로부터 K값을 구할 수 있다.

  




(5)

또한, 평면변형률상태일 때는 Eq. (6)이 성립하는 것
으로부터 K값을 구할 수 있다.

 


 

(6)

Fig. 5. Contour for J integral calculation  

3.2 시험편의 J 적분 계산  
지금까지 상대적으로 모드 I에 대한 연구는 많이 이루

어졌다. 따라서 본 연구에서는 모드 II에 대한 연구를 중
점적으로 수행하였다. 

본 연구에서는 모드 II 하중상태에서의 응력확대계수
를 구하기 위하여 Fig. 6의 모델에 대하여  모드 II 조건
하에서의 응력확대계수 K를 구하기 위한 계산을 실시하
였다. 본 모델은 Fig. 6과 같이 폭 W는 0.07 m, 높이 
H는 0.085 m, 두께 t는 0.003 m이다. 하중은 2940.3 
MPa의 전단하중을 가하였다. 영률 E=206 GPa, 프와송
비 ν는 0.3으로 하였다. 

Fig. 6. Configuration of the used model 

Fig. 7은 유한요소계산을 하기 위한 요소분할을 나타
낸 그림이다. 모드 II의 계산에는 전체(full)모델을 사용
하였다. 전체모델에서 균열길이가 0.04 m일 때, 노드
(node)개수는 3905개이며, 요소(element)의 개수는 
7596개이다. 요소분할시 가장 조밀한 곳은 전체 폭을 
70등분하였다. 본 연구의 전체모델에서는 균열길이가 증
가함에 따라, 요소의 개수는 변하지 않으나 노드의 개수
는 증가한다. 유한요소해석에는 in-house FEM 프로그
램을 사용하였다. 
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Fig. 7. Configuration of full model and mesh 
generation near crack for Mode II calculation  

계산결과는 Richard and Benitz[9]와 Dahlin and 
Olsson[10,11]의 식과 비교하기 위하여 평면 변형률조
건으로 계산하였다. 본 연구에서는 모드 II 상태의 해석
에서 Fig. 6과 같이 전체모델에 의해 시험편에 직접적으
로 전단하중을 가하는 방식으로 해석을 실시하였다. 본 
연구에서는 모델의 해석에 있어서 시험편의 강체운동효
과를 피하기 위한 경계조건을 부여하였다. 계산결과의 
정도검증은 Dahlin and Olsson [10,11]이 제안한 식과 
비교하여 실시하였다.

Fig. 8. Calculation results of Stress Intensity Factor 
KII in Mode II condition by J integral and FEM 
in this study

Fig. 8은 본 연구에서 J 적분을 이용하여 실시한 모드 
II에서의 KII에 대한 유한요소 해석결과를 나타내고 있다. 

Fig. 9는 Eq. (2) 및 (3)의 Richard and Benitz[9] 및 
Dahlin and Olsson[10,11]의 모드 II에 대한 계산식의 
결과를 Fig. 8의 해석결과와 함께 나타낸 그림이다. 

Fig. 9로 부터 모드 II에서 Richard and Benitz[9] 
및 Dahlin and Olsson[10,11]의 계산식이 상호 일치하
고 있으며 이 계산식의 결과와 Fig. 8의 본 연구결과는 
계산된 구간에서 97.4 % 이상의 일치도를 나타내고 있
음을 확인할 수 있었다. 

Fig. 9. Comparison of the results of this study with 
the calculation results of Dahlin and 
Olsson[10] and Richard and Benitz[9]

3.3 고찰
본 연구에서는 모드 II에 대한 연구를 중점적으로 수

행하였다. 본 연구에서의 모드 II에 대한 응력확대계수 K
의 계산결과는 계산된 구간에서 97.4 % 이상의 일치도
를 확인할 수 있었다. 모드 I의 일반적인 계산결과와 달
리 모드 II에서는 균열길이의 증가에 따라 K치가 크게 증
가하지 않는 경향을 나타내었다. 모드 II에 대한 다른 연
구 결과와의 비교는 시험편 형상의 차이, 계산한 파라미
터의 차이, 부하 하중의 크기 등으로 간단히 비교하기는 
어려움이 있으나 계산결과가 식으로 주어진 Richard 
and Benitz[9]와 Dahlin and Olsson[10,11]의 계산식
은 용이하게 계산결과의 비교가능하다. Antunes et 
al.[14]도 상용 유한요소 패키지의 J적분을 사용하여 균
열의 모드 II 해석을 실시하고 Richard and Benitz[9]
의 결과와 비교하여 2 % 이하의 차이를 나타내었다고 보
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고하고 있다. 
본 연구에서는 균열의 길이가 커짐에 따라 K치가 시

험편의 중앙부에서는 Richard and Benitz[9]와 Dahlin 
and Olsson[10,11]의 계산식과 잘 일치하였으나, 균열
길이가 33 mm보다 작거나 45 mm보다 큰 구간에서는 
오차가 발생하였다. Richard의 연구에서도 식의 유효구
간을 0.5 ≤ a/W ≤ 0.7으로 제시하고 있다.

모드 II에 대한 본 연구는 추후 모드 I + 모드 II의 복
합적 하중 상태하에서의 응력확대계수 계산을 위한 연구
에 사용할 수 있다.

4. 결론

본 연구에서는 모드 II 상태에서의 균열거동 파악을 
위한 응력확대계수 K를 계산하기 위하여 J 적분에 의한 
유한요소해석을 통하여 다음과 같은 결론을 얻을 수 있
었다. 

1. 균열이 있는 전단하중을 받는 시험편에서 모드 II 
하중에 대한 응력확대계수를 구하였다.

2. 모드 II 하중에 대해서 시험편은 전체 형상에 대해
서 유한요소해석을 위한 모델링을 실시하여 해석에 
적용하였다. 

3. 본 연구의 계산결과를 Richard and Benitz[9] 및 
Dahlin and Olsson[10,11]이 제시한 식과 비교
하였고, 계산결과는 97.4 % 이상의 일치도로 서로 
잘 일치하는 것을 확인하였다.

4. 본 연구는 모드 I + 모드 II의 복합하중하의 균열거
동의 연구에 활용할 수 있다. 
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