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2자유도 볼 밸런서 시스템의 모델링과 파라미터 추정
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요  약  볼 밸런서 시스템은 밸런싱 문제를 다루는 로봇 연구 분야의 대표적인 데모실험장치이다. 시스템은 테이블, 볼, 
볼의 위치를 감지하는 센서, 테이블 기울기를 조절하는 RSBU(Rotary Servo Base Unit)로 구성된다. 본 논문은 볼의
위치 및 안정화 제어의 선행연구로 모델링과 파라미터 추정 방법을 제안한다. 이를 위해 우선 볼 밸런서 시스템의 운동
방정식을 유도하고, 입력신호인 서보모터의 인가전압과 그에 따른 출력신호인 볼의 위치에 대한 전달함수로 표현한다. 
전달함수의 파라미터는 RSBU의 실제 입·출력 데이터와 RCGA(Real Coded Genetic Algorithm)를 결합한 모델조정 
기법으로 탐색한다. 또한, 비교목적으로 계단응답 및 주파수 응답 시험방법도 적용하였으며, 절대오차적분(IAE) 비교를
통해 제안한 방법의 우수성을 확인하였다. 본 논문에서 제안한 방법은 산업현장에서도 모델링 과정에서 유용하게 사용될
것으로 기대한다.

Abstract  The ball balancer system is a representative demonstration device in the robot balancing 
research field. The system consists of a table, a ball, a sensor that detects the ball's position, and a 
Rotary Servo Base Unit (RSBU) that adjusts the inclination of the table. This paper proposes modeling 
and parameter estimation methods that determine the ball's position and stabilize the table. Equations 
of motion were derived, and the voltage applied to the servo motor and the ball position was expressed
as a transfer function. The parameters of the transfer function were determined using a model 
adjustment technique that combined the Real Coded Genetic Algorithm (RCGA) with actual RSBU 
input-output data. For comparative purposes, step response and frequency response methods were also
employed, and the superiority of the proposed method was validated using Integral of Absolute Error 
(IAE) comparisons. The proposed method is expected to be used for modeling processes even in the 
industrial field.
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1. 서론

인간의 생활에 도움이 되는 로봇 연구가 활성화되고 
있으며 근거리 이동 수단의 연구에 로봇 기술이 폭넓게 
활용되고 있다. 이러한 로봇에는 밸런싱 문제가 많이 반
영되어 있으며 대표적인 형태인 볼 밸런서 시스템(ball 

balancer system)은 정확한 위치 추적과 안정화 제어가 
필요한 로봇, 자동차, 항공 우주공학, 통신, 해양 제조 산
업 등 광범위한 응용 분야에 이용되고 있다[1-3].

밸런서 시스템은 높은 수준의 비선형성과 불안정성을 
가진 대표적인 시스템으로 2자유도 테이블 위에서 임의
의 위치로 굴러갈 수 있는 볼을 원하는 목표 위치로 빠른 
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시간 내에 이동 및 안정화하는 것을 목표로 한다. 일반적
으로 볼 밸런서 시스템의 구성은 크게 볼의 위치를 감지
하는 센서 부분과 균형을 유지하기 위한 제어부분으로 
구분된다.

우선 볼의 위치 센서는 일반적으로 카메라[4] 또는 터
치스크린 레이어(touch screen layer)[5]를 주로 이용한
다. 카메라는 볼과 직접 접촉하지 않으며, 고성능 카메라 
사용은 높은 정확도의 감지성능을 가진다. 그러나 조명
의 조도, 볼의 색깔과 같은 주변 환경에 민감하고, 카메
라 성능에 따라 이미지 처리 시간에 큰 영향을 준다. 터
치스크린 레이어의 경우에는 카메라 방식에 비해 환경 
조건에 덜 민감하며, 조명에 영향을 받지 않으나 볼과 물
리적인 접촉이 필요하므로 볼의 움직임을 제한할 수 있
다. 본 논문에서는 고성능 카메라를 적용하여 터치스크
린 레이어의 단점과 샘플링 속도의 제한을 해결한다. 또
한, 테이블과 그 하부에 설치되는 회전서보유닛(RSBU: 
Rotary Servo Base Unit), 이를 구동하기 위한 드라이
브로 전체 볼 밸런서 시스템을 구성한다. RSBU는 증폭
기를 통해 인가되는 전압을 통해 구동되며, 테이블이 축
과 축으로 경사 될 수 있도록 각 축에 독립적으로 설치된
다. RSBU에 의해 테이블이 경사가 되면 볼은 기울어진 
방향으로 이동하며 이때 볼의 위치 및 안정화를 위해 다
양한 제어기법[6-10]이 연구되고 있다.

그러나 본 논문은 볼의 움직임을 제어하기 위한 선행
연구이므로 전체 볼 밸런서 시스템의 모델링과 파라미터 
추정 방법을 제안한다. 이를 위해 우선 볼 밸런서 시스템
의 자유물체도를 구하고, 각 구성품의 운동방정식을 유
도한다. 또한, 입력신호인 서보모터의 인가전압과 그에 
따른 출력신호인 볼의 위치에 대한 전달함수로 표현한
다. 전달함수의 파라미터는 RSBU의 실제 실험 데이터와 
RCGA[11]를 이용한 모델조정 기법으로 탐색한다. RCGA
는 진화와 유전, 적자생존 개념을 이용한 알고리즘으로 
다양한 시스템의 파라미터 추정에 활용된다[12-14].

이렇게 제안된 기법과 비교목적으로 적용한 계단응답 
및 주파수 응답시험 방법은 MATLAB(2017a)을 사용하
여 시뮬레이션하고, 절대오차적분(IAE) 비교를 통해 제
안한 방법의 우수성을 확인한다. 

2. 볼 밸런서 시스템의 모델링

2.1 하드웨어 구성
Fig. 1은 본 논문에서 다루는 볼 밸런서 시스템을 나

타낸 것으로 볼이 위치하는 테이블, 테이블의 경사각을 
조정하는 RSBU, 테이블 전체 범위를 촬영하여 볼의 위
치를 파악하기 위한 고해상도 디지털카메라를 포함한다.

Fig. 1. Experimental apparatus of 2DOF ball balancer

먼저 고해상도 디지털카메라는 테이블에서 약 40[cm] 
상부에 설치되며, 초당 30프레임과 640×480 픽셀의 해
상도로 볼의 위치를 측정하여 PC에 전송한다. 다음으로 
RSBU는 축 및 축으로 테이블의 각도를 조정하는 장
치로 각 축에 독립된 2개의 고효율 DC 모터, 기어박스, 
엔코더(encoder), 태코미터(tachometer), 포텐셔미터
(potentiometer)가 포함된다. 그 이외에 RSBU에 설치
된 센서의 신호를 실시간으로 PC에 전달하고, 제어기의 
아날로그 출력을 증폭기로 전송하는 DAQ(Data Acquisition 
Board)와 DAQ의 신호를 증폭하여 RSBU의 모터를 구
동시키는 전력 증폭기가 있다. 

2.2 수학적 모델
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Fig. 2. Modeling ball on table in one dimension
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테이블은 정사각형이므로 각 축의 동역학은 동일한 것
으로 가정할 수 있다. 또한, 축(또는 축) 부하기어
(load gear)의 각도는 테이블을 축(또는 축) 방향으로
만 기울어지게 하므로 각 축에 대한 모델링은 독립적으
로 간주할 수 있다. Fig. 2는 수학적 모델의 유도를 위한 
볼 밸런서 시스템의 자유물체도를 나타낸 것이다.

먼저 볼에 작용하는 운동방정식을 유도하기 위해 마찰 
및 점성을 무시하면 볼에 작용하는 힘은 볼의 병진력
(translational force) 과 관성력 의 합으로 다
음과 같이 나타낼 수 있다. 


  −

  sin 





 (1)

where,  denotes mass of the ball,  denotes 
gravitational acceleration,  denotes ball displacement, 
  denotes radius of the ball,   denotes angle 
between table and ground,  denotes moment of 
inertia

는 볼의 회전각도, 은 부하기어 각도로 지면과 테
이블이 평행(  )할 때 0이고, 볼의 위치 는 테이블
의 중앙에 있을 때가 0이다. 즉, 평형상태가 되기 위해서
는 Eq. (1)과 같이 볼의 운동량과 중력에 의한 힘이 서로 
같아야 하므로 Eq. (1)을 정리하면 다음과 같은 볼과 테
이블에 대한 비선형 운동방정식을 얻을 수 있다. 

 


 

 


 (2)

Fig. 2에서 부하기어와 테이블 사이의 연결 빔(linkage beam) 

길이가 로 제작되었으므로 sin  

sin   이 

된다. 이를 Eq. (2)에 대입하면 다음과 같은 과 사이
의 비선형 운동방정식을 유도할 수 있다. 

  
 




 (3)

where,  denotes distance between RSBU output 
gear shaft and coupled joint,  denotes table 
length

만약,  ≈이면 sin    이 되어 선형 
운동방정식으로 고려할 수 있다. 

다음으로 Fig. 3은 RSBU의 모델링을 위해 서보모터
와 감속기의 구성을 나타낸 것이다. 서보모터(DC 모터)
가 구동되면 연결된 감속기가 회전하여 이 변한다. 
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mR
mL

mI

mBmJb m me k ω=
+

- Motor & 
tachometer

MT

P

Potentiometer

mω
mτ

Linkage
Beam

mlτ

lτ
lω

lJ

lB

gK
Gear box

lθ

Fig. 3. Configuration of servo motor and gear train

서보모터의 전기자 인덕턴스 은 일반적으로 전기
자 저항 보다 더 작으므로 전압 방정식은 Eq. (4)와 
같이 표현할 수 있다. 

     (4)
where,  denotes motor input voltage,  denotes 
motor current,  denotes back-emf constant of 
the motor,  denotes angular speed of the 
motor shaft

다음으로 부하기어에 작용하는 기계 운동방정식은 
Eq. (5)와 같이 유도된다. 




  

  

(5)

where,  denotes moment of inertia of the load 
gear,  denotes angular speed of load shaft,  
denotes viscous friction coefficient on the load 
shaft,  denotes total torque applied on the load, 
 denotes gearbox efficiency,  denotes total 
gear ratio,  denotes load torque including all 
losses of the servomotor except viscous friction
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한편, 서보모터 축에서 발생하는 운동방정식은 Eq. 
(6)과 같이 나타낼 수 있다. 




    (6)

where,  denotes motor shaft moment of 
inertia,  denotes viscous friction coefficient 
on the motor shaft,  denotes motor torque

이때 은 를 고려하면   이 되므
로 이를 반영하여 Eq. (5)를 Eq. (6)에 대입하여 정리하
면 서보모터 토크에 대한 부하기어의 운동방정식을 Eq. 
(7)과 같이 유도할 수 있다. 


 




 

 

(7)

여기서 등가 관성모멘트   
  , 등가 점성

마찰계수   
 로 정의하면 Eq. (8)과 같

이 간단히 표현할 수 있다. 




   (8)

서보모터 효율 과 토크 상수 를 고려하면 서보모
터의 토크    이 되고, Eq. (4)의 을 
대입하면 제어입력 과 서보모터의 구동 토크 의 
관계식을 다음과 같이 구할 수 있다. 

 

− (9)

Eq. (9)를 Eq. (8)에 대입하여 정리하면 최종적으로 
RSBU의 과 사이의 운동방정식을 유도할 수 있다.




 











    (10a)




    (10b)

여기서 는 서보모터 부분을 포함하는 등가 점성마
찰계수, 은 정상이득을 의미한다. 

2.3 전달함수
본 논문에서 다루는 볼 밸런서 시스템은 앞에서 설명

한 것과 같이 축이 독립된 2자유도 개루프 시스템
이다. 따라서 두 축이 서로의 응답에 영향을 미치지 않는
다고 가정할 수 있으므로 축과 축에 대해 분리된 모
델로 고려하는 것이 가능하다. 

Fig. 4는 이렇게 축을 분리하여 1자유도 모델로 고려
한 개루프 시스템의 블록선도를 나타낸 것이다. 그림에
서 는 서보모터의 인가전압 과 그에 따른 부하
기어의 각도  사이의 전달함수, 는 과 볼의 위
치 (또는 ) 사이의 전달함수를 의미한다. 

1
s

RSBU Plant

( )svP s ( )bbP smV lω lθ x

( )sP s

Fig. 4. Open-loop block diagram of 1DOF ball 
balancer

 는 Eq. (10b)를 전달함수로 표현한 것으로 다
음과 같다. 

 


  



 


(11)

where,  

  denotes DC gain, 

   

denotes time constant

는 Eq. (3)으로부터 선형화하여 다음과 같이 
나타낼 수 있다. 

 






 (12a)

  
 




(12b)
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따라서, 볼 밸런서 시스템의 전체 개루프 전달함수 
는 Eq. (13)과 같으며, 이로부터 원점에 3중근과 
음의 실근을 가지는 불안정한 시스템임을 알 수 있다. 

 



 

 (13)

3. 볼 밸런서 시스템의 파라미터 추정

Eq. (13)은 본 논문에서 다루는 볼 밸런서 시스템의 
최종 모델로 Eq. (11)과 Eq. (12)가 결합된 것이다. Eq. 
(11)은 RSBU 모델로 현장에서 많이 사용하는 계단 응답 
및 주파수 응답 시험과 본 논문에서 제안하는 RCGA를 
이용한 모델조정기법을 통해 와 를 추정한다. 한편, 
Eq. (12)는 불안정한 적분시스템으로 표현되므로 실험장
치의 공칭값을 사용해 값을 산출한다. 

Fig. 5는 실제 실험장치의 RSBU에 0~3[V]의 범위를 
가지는 계단입력을 인가할 때 부하기어 회전속도 응답을 
나타낸 것이다.

l [r
ad

/s
]

V
m

 [V
]

Fig. 5. Measurement data for step response

3.1 계단 응답 시험
Fig. 5로부터 0[V]가 인가된 경우 초깃값 =0이고, 

3[V]가 인가되면 부하기어 회전속도는 정상상태 값 

=5.35[rad/s]로 안정화되는 것을 확인할 수 있다. 이러

한 데이터로부터 RSBU의 정상이득  



=1.78로 추정할 수 있다. 

이 실험으로부터 =0[rad/s], =5.35[rad/s], 


   

=3.38[rad/s]이고, 이때 =6.274[s]

를 얻을 수 있다. 한편 계단입력이 인가되는 시간 

=6.248[s]이다. 따라서 시정수     =0.026[s]
을 얻을 수 있다. 

3.2 주파수 응답 시험
다음으로 주파수 응답 시험을 통해 파라미터를 추정한

다. Table 1은 2[V]의 진폭을 갖는 사인파를 1.0 ~ 8.0
[㎐]까지 주파수를 변경하면서 RSBU에 인가하고 측정된 
부하기어의 최대 속도와 이득() 및 이를 데시벨
로 계산된 값을 나타낸 것이다. 

Freq.
[㎐]

Amplitude
[V]

Max.speed
[rad/s]


[]


[dB]

0.0 2.0 3.3066 1.6533 4.3670

1.0 2.0 3.2494 1.6247 4.2155
2.0 2.0 3.1374 1.5687 3.9108

3.0 2.0 2.9596 1.4798 3.4041
4.0 2.0 2.7709 1.3855 2.8318

5.0 2.0 2.5895 1.2948 2.2437
6.0 2.0 2.4458 1.2229 1.7478

7.0 2.0 2.3448 1.1724 1.3815
8.0 2.0 2.2158 1.1079 0.8901

Table 1. Frequency response data

Fig. 6은 Table 1의 데이터를 이용하여 보드선도
(bode plot)를 그린 것으로 그림에서 알 수 있듯이 주파
수가 증가할수록 이득이 감소하는 전형적인 1차 시스템
의 응답 특성을 보인다.

Fig. 6. Bode plot after performing frequency 
response

이제 정상상태 이득과 시정수를 구하기 위해 Eq. (11)
의 주파수 전달함수의 크기를 구하면 다음과 같다. 
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 (14)

이로부터 RSBU의 정상상태 이득은   일 때이므
로 정상상태 이득     =1.653으로 쉽게 추
정할 수 있다. 

다음으로 RSBU의 시정수를 얻기 위해 차단주파수
(cutoff frequency) 에서 주파수 전달함수의 크기를 
고려한다. 






 



(15)

따라서 시정수 는 다음과 같이 구할 수 있다. 

 
 (16)

Fig. 6에서 -3[dB] 되는 이득 dB
 =1.367[dB]

이고, 이때 차단주파수    44.3[rad/s]이므로 Eq. 
(18)을 이용하면 시정수  =0.023[s]로 추정할 수 있다. 

3.3 RCGA를 이용한 모델조정기법
다음으로 본 논문에서 제안하는 RCGA를 이용한 모델

조정 기법으로 파라미터를 탐색한다. 모의 진화를 위한 
초기집단은 난수발생기를 통해 무작위로 생산되며 재생
산, 교배, 돌연변이의 유전연산자(genetic operator)를 
적용한다. 또한, RCGA의 탐색 성능을 향상하기 위해 스
케일링 윈도우 기법과 엘리트 전략을 사용한다. 입·출력 
데이터는 Fig. 6의 계단 응답 실험 데이터 중 extract data 
부분을 추출하고 =0으로 재설정한 데이터를 사용한다. 

Fig. 7는 본 논문에서 제안하는 RCGA와 조정모델 기
법을 이용하여 RSBU의 파라미터를 추정하는 방법을 나
타낸 것이다. 이 방법은 제어대상에서 취득한 실험 데이
터와 병렬로 연결된 조정모델에 동일한 입력을 적용하
고, 모델의 동특성이 시스템의 동특성에 가까워지도록 
모델의 파라미터를 조정하는 방법이다. 

Real data of
Servo motor

Adjustable model

RCGA

( )svP s

lpω

lmω
Set of 

parameters

( ) lp lmJ dtφ λ ω ω= −Input
[Vm]

Fig. 7. RCGA-based model adjustment technique

조정모델은 Eq. (11)이 사용되며, RCGA의 염색체 

는 Eq. (17)과 같이 정의된다.

     ∈  (17)
where,   : steady-state gain estimated by 
RCGA,   : time constant estimated by RCGA, 

  : real number

개체의 적합도를 평가하기 위해 Eq. (18)와 같은 목적
함수를 사용하며, RCGA는 궁극적으로 실제 부하기어 
출력 데이터 와 조정모델 출력  사이의 오차가 

최소가 되도록 파라미터를 탐색한다. 

 ∣  ∣ (18)

여기서 는 미지의 파라미터 벡터, 와 은 각각 볼 
밸런서 시스템과 조정모델의 출력이다.

RCGA의 제어 파라미터로 집단의 크기 N=80, 구배와 
유사한 재생산(재생산계수 =2.0), 수정단순교배(교배확
률 Pc=0.95), 동적돌연변이(돌연변이 확률 Pm=0.1)를 
사용하였다. 또한, 탐색영역은  ≤  ,  ≤ 로 
설정하였다.

Fig. 8은 RCGA가 Eq. (11)의 파라미터인 시정수와 
정상상태 이득을 탐색하는 과정이다. 

Fig. 8. Parameter searching process for RSBU using a 
RCGA
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RCGA는 초기집단에 영향을 받으므로 독립 씨드
(seed)로 3회 모의시험을 시행하며 이들의 평균값인 
=1.723과 =0.025를 최종 추정값으로 사용하였
다. 

3.4 파라미터 

본 논문에서 고려된 볼은 구각(thin spherical shell)

으로 볼의 관성모멘트   




이 되며, 이를 Eq. 

(12b)에 대입하면 는 다음과 같이 표현할 수 있다. 

 

  (19)

이로부터 는 볼의 질량() 및 반지름() 과는 무
관함을 알 수 있다. 

실험장치의 공칭값[15]인 부하기어의 반지름 

=2.54[cm], 테이블의 길이 =27.5[cm]이므로 계산
된 =1.09이다. 

3.5 추정된 파라미터의 유효성 검증
Fig. 9~11은 계단 응답 시험, 주파수 응답 시험 및 

RCGA를 이용한 파라미터 추정 결과와 실험 데이터 및 
오차를 함께 나타낸 것이다. 

l &
 

[ra
d/

s]
Er

ro
r

Fig. 9. Estimation result of step response method
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time[s]
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Real data
Estimated data

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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0
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Fig. 10. Estimation result of frequency response 
method
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Er
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r

 Fig. 11. Estimation result of RCGA method

Fig. 12는 3가지 방법의 추정 결과를 정량적으로 비
교하기 위해 절대오차적분(IAE) 변화를 나타낸 것이다. 
그림에서 확인할 수 있듯이 RCGA를 이용한 파라미터 
추정 방법의 IAE=0.099, 주파수 응답의 IAE=0.299, 계
단 응답의 IAE=0.256이다. 따라서 모델링 오차는 본 논
문에서 제안한 방법이 가장 작은 것으로 판단할 수 있다.

Fig. 12. IAE of estimation methods 
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지금까지의 과정을 통해 최종적으로 얻어진 볼 밸런서 
시스템의 전체 개루프 전달함수 Eq. (13)은 다음과 같이 
원점에 극점을 갖는 불안정한 시스템이다. 

계단응답 시험:   
 

 (20a)

주파수응답 시험:  
 

 (20b)

RCGA 방법:   
 

 (20c)

4. 결론

본 논문에서는 볼 밸런서 시스템의 제어기 설계를 위
한 선행연구로 수학적 모델을 유도하고, 파라미터 추정
기법을 제안하였다. 파라미터 추정은 산업현장에서 폭넓
게 사용되는 계단 응답 및 주파수 응답 시험과 본 논문에
서 제안하는 RCGA 기반의 모델조정 기법을 사용하였
다. 이를 위해 RSBU의 실제 입·출력 데이터를 취득한 
후, 이 데이터를 이용하여 위 3가지 방법으로 파라미터
를 추정하였다. 

파라미터 추정결과를 검증하기 위해 실험 데이터와 파
라미터 추정 결과를 오차의 평균, 오차의 표준편차 및 최
대오차 관점에서 비교하였다. 그 결과 본 논문에서 제안
한 RCGA 기반의 모델조정 기법이 위의 3가지 관점에서 
가장 우수한 결과를 나타내었다. 따라서 입·출력 데이터
를 확보할 수 있다면 본 논문에서 제안하는 RCGA를 이
용한 파라미터 추정 방법도 산업현장에서 유용하게 사용
될 수 있을 것으로 사료된다. 이후에는 본 연구를 바탕으
로 불안정한 시스템인 볼 밸런서 시스템의 제어기를 설
계하고, 실험장치에 적용하여 그 성능을 확인하는 연구
를 진행하고자 한다. 
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