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요  약  분해식 산출은 다단 논리식 산출에 매우 중요한 부분을 담당한다. 분해식의 리터럴 개수는 논리함수의 복잡

도를 나타내는 기준이 되며, 또한 논리식을 회로로 구현할 경우 리터럴의 개수는 트랜지스터의 개수와 비례하게 된

다. 분해식을 산출하는 수행시간과 최적화의 적정성을 맞추기 위해 분해식은 대수 분해식과 부울 분해식 산출로 구분

하며, 부울 분해식이 대수 분해식보다 적은 리터럴 개수로 같은 논리식을 표현할 수 있다. 본 논문에서는 부울 분해

식을 산출하기 위한 방법을 제시한다. 제안하는 핵심 방법은 2개의 2-큐브 비커널을 이용하여 이들의 곱을 구하여 부

울 분해식을 산출하는 것이다. 벤치마크 회로를 통한 실험 결과 이전의 다른 분해식 산출 방법들보다 리터럴 개수를 

줄일 수 있었다.   

Abstract  A factorization is a very important part of multi-level logic synthesis. The number of literals in a 

factored form is an estimate of the complexity of a logic function, and can be translated directly into the 

number of transistors required for implementation. Factored forms are described as either algebraic or Boolean, 

according to the trade-off between run-time and optimization. A Boolean factored form contains fewer number 

of literals than an algebraic factored form. In this paper, we present a new method for a Boolean factorization. 

The key idea is to identify two-cube nonkernel Boolean pairs from given expression. Experimental results on 

various benchmark circuits show the improvements in literal counts over previous other factorization methods.
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1. 서론

논리식 최적화는 논리회로를 간략화하고 궁극적으로

는 반도체 칩의 크기를 최소화하기 때문에 논리식 최적

화는 회로 설계 자동화의 중요한  단계임은 잘 알려진 사

실이다. 이러한 논리식 최적화 방법은 크게 2단 논리식 

최적화와 다단 논리식 최적화로 구분되어 개발되어 왔다. 

일반적으로 2단 논리식 최적화는 항의 수를 최적화하는 

것을 목표로 하고 있다. 반면에 다단 논리식의 최적화는 

전체 논리식에 사용된 리터럴의 개수를 최적화하는 것을 

목표로 한다. 특히, MOS 회로의 경우 트랜지스터의 개수

는 논리식의 리터럴 개수와 비례하기 때문에, 최소 개수

의 리터럴을 갖는 다단 논리식 산출을 목표로 많은 연구

들이 수행되고 있다. 이러한 다단 논리식 산출 방법의 하

나가 분해식(factored form)을 산출하는 것이다. 분해식 

산출 방법은 주어진 논리식에서 반복 사용되는 공통 인

수를 찾는 인수분해 방법을 적용한 것으로, 분해식은 단

순식(sum-of-products form)보다 적은 리터럴 개수로 동

일한 논리식을 표현할 수 있는 수단이다.  분해식 산출에 

대한 연구로는 1964년에 Lawler[1]에 의해 최적 분해식

을 산출할 수 있는 알고리즘이 발표되었다. 이 알고리즘

은 전수 탐색(exhaustive search) 방법을 사용해서 가장 적

은 리터럴을 갖는 분해식을 산출하는 방법이다. 그러나, 

전수 탐색에 소요되는 시간이 매우 길기 때문에  실용성

이 없다. 따라서, 분해식 산출에 대해서는 전수탐색 방법

보다는 주로 선험 방법(heuristic method)이 이용된다.

분해식 산출의 선험 방법은 분해식 산출 수행 시간과 

리터럴 개수의 최적화 중에 어디에 더 중점을 두느냐에 
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따라 대수 분해 방법과 부울  분해 방법으로 구분한다. 

대수 분해 방법에 있어서는 논리함수를 대수 다항식으로 

간주한다. Brayton 등[2-5]은 코커널/커널을 이용하여 대

수 분해식을 산출하는 방법 즉, 커널 기반 방법

(kernel-based method)을 제안하였다. 이 분해 방법은 분

해식 산출 속도를 빠르게 향상시켰으나, 때때로 최소 개

수의 리터럴을 갖는 분해식을 산출할 수 없는 단점을 갖

는다. 반면에, 부울 분해 방법은 대수 분해 방법과 비교하

면 보다 적은 개수의 리터럴을 갖는 분해식을 산출할 수 

있는 장점을 갖는다. 최근의 부울 분해식 산출 방법들을 

정리하면 다음과 같다. Liao 등[6]은 다치 함수

(multi-valued function)와 분지 및 한계 커버 방법

(branch-and-bound covering)을 이용한 부울 분해 방법을 

제안하였다. Stanion 등[7]은 Liao의 방법이 대수 분해 방

법에 비해 리터럴 개수를 줄이는 데 효과가 매우 작다고 

지적하였다. 그래서, 효과를 높이기 위해서 Stanion 등은 

부울 분해식을 산출하는 데 Binary Decision 

Diagram(BDD)를 이용하였다. 또한, 이들은 부울 나눗셈

과 부울 분해를 수행하기 위해서 BDD를 활용하는 방법

을 제시하였다. Kwon 등[8]은 코커널 규브 행렬을 확장

하여 부울 분해식 산출 방법을 제시하였다. 이 방법은 대

수 분해식을 산출하기 위한 SIS에서 사용하는 행렬을 포

함하는 수퍼행렬을 만들어 부울 분해식을 산출하도록 고

안하였다. Yang 등[9]은 BDD로 논리함수를 표현하고, 다

시 BDD를 나누는 BDD 분리 엔진(BDD decomposition 

engine)을 제안하였으며, 이 엔진으로부터 분리 트리

(factoring tree)를 만드는 방법을 제시하였다. Modi 등

[10]은 2개의 리터럴만을 갖는 제수를 구해 논리식을 분

해하는 방법을 제안하였다. 최근 연구로 Mintz 등[11]은 

그래프 나누기(graph partitioning) 방법을 이용해서 분해

식을 산출하는 방법을 제안하였다. 그러나, 이러한 부울 

분해식 산출 방법 모두 최적의 결과를 산출하지 못하는 

문제점과 때때로 대수 분해식보다 리터럴 개수가 많은 

분해식을 산출하는 단점을 갖고 있다. 따라서, 부울 분해

식 산출 방법에 대한 연구가 여전히 진행 중에 있는 실정

이다. 이상의 연구들이 각 출력별로 논리 최적화를 위한 

방법들인 반면에 여러 개의 출력을 갖는 회로에서 하나

의 출력이 다른 출력의 일부분에 해당하는 경우 회로를 

간략화 하는 부울 대입방법이 제시되었다[12]. 한편, 최근

에는 VHDL 등과 같이 하드웨어로 설계된 회로 표현을 

최적화하기 위한 연구가 진행되고 있다[13]. 이러한 상위 

단계에서 표현된 회로 설계를 최적화하기 위해서는 본 

연구의 주제인 논리식 최적화 단계를 이용해야 하기 때

문에 논리식 최적화가 중요한 모듈로 사용되고 있다. 따

라서, 본 논문에서는 부울 분해 방법으로 논리식을 최적

화하는 방안을 제시한다.

2. 부울 분해 방법

본 절에서는 제안하는 분해 방법을 서술하는 데 기본

이 되는 용어에 대하여 먼저 서술한다. 다음, 제안하는 분

해식 산출 행렬 방법과 분해식 산출 행렬로부터 분해식

을 산출하기 위한 행렬 커버링(covering) 알고리즘을 소

개한다.

정의 1: 변수(variable)는 부울 공간(Boolean space)에

서 한 좌표를 나타내는 문자다. 리터럴(literal)은 변수 그 

자체 또는 그의 보수(complement)다. 큐브(cube)는 리터

럴들의 집합으로 만일 리터럴가 존재하면, 그의 보수 

리터럴 ′을 포함하지 않는다. 단순식(expression 또는 

sum-of-products(SOP) form)은 큐브들의 집합이다. 

예 1: 문자는 변수다. 와 ′은 리터럴이다. 리터럴 

집합는 큐브, 그러나  ′은 큐브가 아니다. 

 ′  는 단순식이다.

본 논문에서는 큐브와 단순식을 표현하는 경우 집합 

표기와 보편적으로 사용되는 수식 표기를 모두 사용한다. 

따라서 큐브 는 와 동일한 표현이며, 단순식

 ′  는 ′와 동일한 표현이다.

정의 2: 서포트(support)는 단순식 F에 사용된 모든 

변수들이다. 이 때, 단순식 F의 서포트를 sup(F)로 

표기한다. 그러면,   

 큐브 ∈에 대하여 ∈ 또는′∈ .

예 2: 단순식 a+bc'의 서포트는 sup(a+ bc')  = 

{ a, b, c }이다.

정의 3: 단순식을 구성하는 모든 큐브들에 대하여, 공

통으로 쓰인 리터럴이 없다면 그 단순식은 큐브면제

(cube-free) 되었다고 한다. 단순식이 어떤 큐브로부터 나

누어졌을 때 몫이 큐브면제라면, 그 몫을 커널(kernel)이

라 한다. 이 때 커널을 산출한 큐브를 코커널(co-kernel)

이라 한다. 큐브로부터 나누어진 몫이 큐브면제가 아닌 

경우 그 몫은 비커널(non-kernel)이라 한다. 



2-큐브 비커널을 이용한 부울 분해식 산출

4599

예 3: 단순식 ab+c는 큐브면제, 그러나 ab+ac와 

abc는 큐브면제가 아니다. 단순식 

F=abfg+ a'cdef+ cdfg  에 대하여, F의 커널과 

코커널의 예를 보이기 위해서 주어진 논리식을 다음과 

같이 표현하자. 즉, F= abfg+cdf(a'e+g)로 표현

된 경우, a'e+ g는 커널이 되며, 이 때 코커널은 cdf

이다. 반면에 F= abfg+cd(a'ef+ fg)로 표현한 

경우 a'ef+ fg  는 비커널이 된다. 이와 같이 비커널이 

2개의 항으로 구성되었기 때문에  2큐브 비커널이 된다. 

정의 4: 분해식(factored form)은 단순식들이 합과 곱으

로 표현된 것이다. 구체적인 정의는 다음과 같다.

1) 리터럴은 분해식이다.

2) 분해식들의 곱은 분해식이다.

3) 분해식들의 합은 분해식이다.

분해식은 단순식들이 합과 곱으로 반복해서 표현된 논

리식이다.

정의 5: 등멱법칙(⋅ )과 보수법칙(⋅′ )

을 적용할 필요없이 분해식을 구성하는 단순식들을 곱할 

수 있는 경우 대수 분해식(algebraic factored form)이라 

한다. 대수 분해식 이외의 경우 부울 분해식(Boolean 

factored form)이라 한다. 

예 4:  ′′′′′′와′  

′′ ′′모두 대수 분해식이다. 반면에, 

′ ′′ 는 부울 분해식이다.

 

2.1 2큐브 비커널 공통인수 쌍 추출

주어진 단순형의 논리식에서 2개의 큐브를 선택하고 

이 2개의 큐브들에서 공통 인수, 즉 공통 큐브를 찾는다. 

이 때, 공통 큐브가 제수고 이 제수로 2개의 큐브를 나눈 

것이 몫이 된다. 를 제수 집합,를 2개의 큐브로 구성

된 몫 집합이라 하자. 표기상 제수/몫 쌍을 괄호를 이용하

여 표현하고, ∈ , ∈ , ∈, ∈ 이고 ≠

라 하자. 그러면,    ,  는 대수 나눗셈에 의한 

제수/몫 쌍을 표현한 것이다. 만일∈, ∈  이고 

 가 주어진 논리식에 포함되면, 는 주어진 논

리식에 포함되는 부분 부울 부울식이라 한다. 여기서, 

와 가 큐브 면제일 필요는 없다.

예 5: 논리식 ′   로부터 표 1

과 같이 각 큐브에 양의 값을 갖는 인덱스를 부여한다. 

다음 2개의 큐브들 사이의 공통인수를 추출하여 산출한 

대수 분해식을 표 2에 나열한다. 표 2에서는 분해식을 제

수와 몫을 열(column)로 구분해서 표시한다. 표 2의 제 1

열은 설명을 쉽게 하기 위해 부여한 행 번호다. 표 3은 표 

2의 행 3에서 몫이 2-큐브 비커널이 되도록 수정한 것이

다. 

큐브   ′ 

인덱스 

index()
1 2 3

[표 1] 큐브 인덱스

 행

선택된
큐브

분해식

제수 2-큐브 커널(몫)

1 ∩    ′

2 ∩   

3 ∩  ′  

[표 2] 2규브 커널과 제수

 행

선택된

큐브

분해식

제수  2-큐브 비커널

1 ∩    ′

2 ∩   

3 ∩  ′ 

[표 3] 2큐브 비커널과 제수

표 3으로부터 행2와 행3의 분해식을 보면 행2의 제수

가 행3의 몫에 포함되고, 다시 행3의 제수가 행2의 비커

널에 포함된다. 또한 행2와 행3의 분해식의 논리곱(AND)

을 구하면 주어진 논리식에 포함되며, 이는 부울 분해식

이 된다. 이를 정리하면 표 4와 같다.

선택된 2개 행 비커널과 비커널 곱

행2, 행3  ′ 

[표 4] 부분 부울 분해식
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2.2 분해식 산출 행렬 

단순식 가 주어졌을 때, 분해식 산출 행렬 은 2개

의 큐브로부터 표 2와 같이 제수와 몫으로 구성된 쌍과 

표 4와 같은 비커널과 비커널의 쌍을 이용한다. 행렬

의 행은 제수와 몫과 몫의 쌍에 포함되는 큐브에 대응하

여 각 행이 구성된다. 행렬의 열은 몫을 구성하는 각 

큐브당 하나의 열이  배당된다. 를 행에 대응되는 큐브

들의 집합, 를 행렬의 열에 해당하는 큐브들의 집

합으로 표기하고자 한다.  , 를 각각 M의 번째 행, 

번째 열을 나타낸다고 하면 ∈ , ∈ 이다. 이 

때, 행렬M의 원소 
 

는 다음과 같은 값을 갖

는다.




 














   


∈

는로나눈몫에속하는큐브

   와는몫과몫쌍에포함되는

큐브 



≠

  


와 는 몫과 몫 쌍의큐브

 그 외의 경우

예 6: 예 5의  ′ 에 대한 표 1, 

표 2와 표 4을 이용해서 분해식 산출 행렬을 만든다. 

행렬의 행들은 표 3의 제수에 해당하는 큐브와 표 4의 2-

큐브 비커널과 2-큐브 비커널의 쌍에 포함되는 큐브들에 

대응하도록 한다. 다음 열은 표 3의 몫에 포함되는 큐브

들에 대응되도록 한다. 그러면, 행렬의 행은 집합 { , 

 ,  ,  ,  , ′}의 각 원소에 대응된다. 행렬

의 열은 집합 { , ′ ,  ,  , ′ ,  , ′ , 

}의 각 원소에 대응된다. 산출된 분해식 산출 행렬은 

표 5와 같다. 표 5의 행렬에서 첫 번째 행과 첫 번째 열에 

해당하는   의 원소 값은 

  가 된다. 또한 여섯 번째 행과 세 번째 

열에 해당하는 ′ 의 원소 값은 

′⋅  가 되기 때문에   가 된다. 나

머지 원소들에 대해서도 같은 방법으로 행렬에 값이 할

당된다.

  열

행
 ′   ′  ′ 

 1 2

 1 3

 2 3

 2 3

 * 1

′ * 2

[표 5] 부울 분해식 산출 행렬

2.3 분해식 산출 행렬 커버와 분해식

본 절에서는 사각형에 대한 정의를 하고 커버링 방법

에 대하여 설명한다.

2.3.1 사각형 커버

정의 6: 부울 분해식 산출 행렬 M에서 사각형은 행과 

열의 부분 집합 이며 다음 조건을 갖는다. 

 ∈  및  ∈에 대하여  ≠이며 

≠이고 ≠인 경우     이고 

   이면 ≠ . 프라임 사각형

은 다른 사각형에 포함되지 않는 사각형이다. 사각형

의 사각형 비용은 행 과 열 에 포함되는 리터

럴들의 개수로 정의한다. 

위의 정의는 사각형 또는 프라임 사각형에 포함되는 

원소들은 서로 다른 양의 정수 값과 다수의 *(don't-care)

를 포함할 수 있음을 의미한다. 또한 사각형에 포함되는 

행들이나 열들은 서로 인접할 필요는 없다. 

사각형 커버 문제를 풀기 위해서 부울 분해식 산출 행

렬에서 모든 양의 정수 원소를 커버하는 프라임 사각형

들을 찾는다. 그리고, 최소 커버 비용으로 행렬을 커버하

는 프라임 사각형들의 부분 집합을 산출한다. 그림 1의 

알고리즘은 행렬에서 프라임 사각형들을 산출한다. 이 

때, 사각형 정의에 따라 프라임 사각형은 다수의 *를 포

함할 수 있으나, 다수의 동일한 인덱스를 포함할 수 없다. 

그림  1의 알고리즘에서 PRIME_RECT는 각M(α, β)

 인 행 α와 β에 대하여 EXPAND를 호출한다. 

EXPAND는 M(α, β) > 0인 원소에 대하여, 행 α에서 

열 β를 포함하는 열들의 부분 집합을 찾는다. 다음, 

EXPAND는 열의 부분 집합인 C k
에 대응하는 행들의 

부분 집합 Rk를 찾는다. 그러면, 이 행과 열의 부분 집

합이 프라임 사각형 (Rk,Ck)이다.
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Algorithm 4: 부울 분해식 산출.

입력: 주어진 단순식 F.
출력: 부울 분해식.
방법:

FACTOR( F  )

    if (there is not any common literal to some cubes in F) 

      then write( F);
      else return;

    Construct an extended co-kernel cube matrix M;

   P=PRIME_RECT( M );

    select a prime rectangle, best_rect, with best cost;
   Q=expression corresponding to rows of best_rect ;
    FACTOR( Q  );

   D=expression corresponding to columns of best_rect ;
    FACTOR( D  );

   R=F-QD ;

    if ( R≠φ) then write("+");

             else FACTOR( R  );

[그림 2] 부울 분해식 산출 알고리즘

Algorithm 1: 프라임 사각형 산출.

입력: 부울 분해식 산출 행렬 M.

출력: 프라임 사각형 집합 P.
방법:

PRIME_RECT( M)

   P=φ;
    for α in set of rows in M do

        for β in set of columns in M do

            if (M(α,β) > 0)
            then P=P ∪ EXPAND (α,β,M);
    return( P );

EXPAND (α,β,M)
   LP=φ;

   RM=set of rows in M;

   CM=set of columns in M;

    find all subset of columns, C= ⁦Ck⁧ , such that

     ∪
 ≠ ∀∈      

  ≠ ∀∈

    for each Ck ∈ C  do

        find subset of rows, Rk , such that
       

  ∪
 ≠ ∀∈∀∈      

  ≠ ∀∈∀∈

       LP=LP ∪⁦ (Rk,Ck)⁧;

    return( LP);

[그림 1] 프라임 사각형 산출 알고리즘
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회로 입력수 출력수

SIS 1.2[5] KK[8] XF[11] 제안 방법

리터럴

수

시간

(초)

리터럴

수

시간

(초)

리터럴

수

시간

(초)

리터럴

수

시간

(초)

5xp1 7 10 161 0.3 161 1.2 161 0.8 161 0.4

xor5 5 1 28 0.2 28 1.4 28 5.5 28 0.5

majority 5 1 10 0.1 10 0.1 9 0.3 9 0.2

f51m 8 8 168 0.3 164 2.9 143 0.8 143 0.3

z4m1 7 4 69 0.1 67 5.3 48 0.2 64 0.1

mux 5 1 79 0.6 71 16.3 47 20.2 68 11.7

misex1 8 7 86 0.1 86 0.1 88 0.4 86 0.1

misex2 25 18 164 0.1 163 0.1 163 0.2 163 0.1

decid 5 16 80 0.1 80 0.1 80 0.3 78 0.3

[표 6] 실험 결과

예 7: 표 5와 같은 분해식 산출 행렬M이 주어졌다고 

하자.  는 사각형이다. 그러나, 

 는   ′   에 포함되

기 때문에 프라임 사각형은 아니다. 반면에, 

  ′ 을 포함하는 사각형이 없기 때

문에 프라임 사각형이라 한다. 사각형 

  ′  의 사각형 비용은 행과 열을 나

타내는 리터럴의 개수 합으로 9가 된다.  

최소 비용을 갖는 사각형의 집합을 산출한 후, 사각형

에 대응되는 분해식을 산출한다. 그림 2는  프라임 사각

형들의 집합으로부터 부울 분해식을 산출하는 알고리즘

이다. 그림 2의 분해식 산출 알고리즘은 재귀 호출에 의

해 나눗셈에 의한 몫, 제수, 나머지에 대하여 다시 부울 

분해식 산출을 하도록 호출하면 한다. 이렇게 반복 호출

를 하면 다단의 분해식이 산출된다. 예로, 예 7의 프라임 

사각형   ′  에 대응되는 분해식으로 

 ′가 산출되고, ′에 대

하여 다시 분해식 산출 행렬을 만들고 사각형 커버를 찾

으면, 최종적으로 리터럴 개수가 8개인 분해식 

   ′  가 산출된다. 반면에 대수적 

분해식 방법으로는     ′ 가 산출

되며 리터럴 개수는 9개가 된다.

3. 실험 결과

주어진 2개의 논리식을 행렬로 표현하고 부울 공리를 

적용하여 부울 대입식을 찾는 방법을 제시한다.본 논문에

서 제안한 방법을  PLA 형의 여러 MCNC 

(Microelectronics Center of North Carolina) 벤치마크 회

로(benchmark circuit)에 대하여 테스트하였고, 그 결과를 

SIS 1.2[5], KK[8], XF[11]들과 비교하였다. SIS는 코커널

과 커널 기반으로 대수 분해식을 산출하는 대표젹인 방

법이며, KK[8]은 SIS의 커널 기반 방식을 개선하여 부울 

분해식을 산출하도록 제안한 방법이다. 또한 XF[11]은 

가장 최근에 발표된 부울 분해식 산출 방법이기 때문에 

본 논문에서 제안한 방법과 비교 대상으로 선정하였다. 

표 6은 실험 결과를 정리한 것으로 왼쪽부터 3개의 열은 

벤치마크 회로의 이름과 입력 수, 출력 수를 정리한 것이

다. 성능은 최종 리터럴의 개수와 수행 시간을 대상으로 

비교하였다. 수행 시간은 각 회로를 최적화하는데 소요되

는 시간을 초단위로 산출하였다. 제안한 방법으로 얻은 

결과는 오른쪽의 2 개의 열에 나열되어 있다. 실험은 

Pentinum IV 1.4GHz CPU로 Linux 환경에서 진행하였다. 

표 6의 벤치마크 회로에 대하여 제안한 방법이 대부분에

서 타 방법들 보다 우수함을 보이고 있다. 

 

4. 결론 

본 논문은 비커널을 고려하여 부울 분해식을 산출할 

수 방법을 제시하였다. 주어진 논리식에서 2 개의 큐브를 

선택하고 2 개의 큐브로 구성된 2-큐브 비커널 분해식을 

산출하는 방법이 커널 산출 방법보다 간단하면서 부울 

분해식 산출도 가능하게 하는 행렬을 만들 수 있는 기반

을 제공한다. 제안한 방법은 선험 방식에 의해 논리식 방

법이기 때문에 f51m이나 misex2와 같이 큰 회로에 대하

여도 수행 시간이 크게 늘어나지 않고 리터럴 개수를 줄

일 수 있었다.    
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