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요  약  본 논문에서는 개선된 자연변형률 쉘 요소를 이용한 적층복합판의 좌굴하중을 연구하였다. 면내 잠김과 전

단 잠김 현상을 극복하기 위하여 가정자연변형률 방법을 이용하였고, 면내 압축 및 전단하중이 작용하는 경우에 폭-

두께 비 및 파이버의 보강방향의 변화에 따른 적층복합판의 고유치 문제를 연구하였다. 쉘 요소의 성능 향상을 위해 

새로운 보간점의 조합을 이용한 가정변형률 방법을 사용하였으며 전단보정계수 없이 전단변형을 고려할 수 있는 개

선된 1차 전단변형이론을 적용하였다. 본 연구의 결과를 검증하기 위해 참고문헌의 결과들과 비교 분석하였으며 새

로운 예제도 추가적으로 연구하였다. 해석결과는 참고문헌의 결과들과 잘 일치함을 알 수 있었다. 면내 전단하중에 

의한 좌굴하중의 예측은 향후 관련 연구에 비교자료로 활용될 수 있을 것이다.

Abstract  In this paper, we investigate the buckling analysis of laminated composite plates, using a improved 

assumed natural strain shell element. In order to overcome membrane and shear locking phenomena, the 

assumed natural strain method is used. The eigenvalues of the laminated composite plates are calculated by 

varying the width-thickness ratio and angle of fiber. To improve an shell element for buckling analysis, the 

new combination of sampling points for assumed natural strain method was applied and the refined first-order 

shear deformation theory which allows the shear deformation without shear correction factor. In order to 

validate the present solutions, the reference solutions are used and discussed. The results of laminated 

composite plates under the in-plane shear loading may be the benchmark test for the buckling analysis.

Key Words : Buckling analysis; In-plane shear loading; First-order shear deformation theory; Assumed natural 

strain, Laminated composite plates
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1. 서론

높은 외부 면내-압력이 복합적층 구조물에 작용할 경

우 구조물에 발생한 불안정한 상태는 구조적 안정에 영

향을 줄 것이고, 구조물은 파괴되기 쉬운 상태가 될 것이

다. 따라서, 적층복합판의 좌굴 거동에 대한 이해는 판 구

조물의 안전을 평가하기 위해 매우 중요하다.

판과 쉘의 해석을 위해 Huang과 Hinton[1]은 9절점 가

정변형률 쉘 요소(QUAD9)를 개발하였는데 그들은 전단 

잠김을 극복하기 위하여 자연좌표계에서 횡 전단변형의 

향상된 보간법을 사용하였다. 막 변형률의 향상된 보간법

은 막 잠김 거동을 피하기 위하여 국부 좌표계에서 사용

되었으며 Yoo와 Choi[2]는 개선된 기하학적 비선형 축퇴 

쉘 요소를 제시하였다. 그들은 자연좌표에서 횡 전단 변

형률의 향상된 보간법과 막 변형률에서 감차 적분과 비

적합 변위 모드의 선택적 추가법을 사용하였다. Ma와 
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Kanok-Nukulchai[3]는 요소 기저 정식화에 바탕을 둔 9

절점 가정변형률 쉘 요소를 개발 하였으며, Han 등[4]은 

Ma 등의 개념을 적층복합판과 쉘로 확장하였다. Kim 등

[5]은 Ma와 Kanok-Nukulchai의 가정 변형률장을 사용한 

8절점 쉘 요소를 이용하여 정적 및 동적 해석을 수행하였

다. 그러나 Kim 등의 8 절점 쉘 요소는 전단항에 가정 변

형률장을 사용하였음에도 불구하고 전단 잠김 문제가 해

결되지 않았다. 이원홍 등[6]은 점진기능재료(FGM)의 좌

굴에 대해서 연구하였으나 해석적 방법을 사용하였고 면

내 압축하중에 관한 부분으로 제한되었다.

본 연구의 목적은 자연변형률 보간점의 최적화된 조합

을 이용하여 8절점 쉘 요소의 성능을 개선하고 이러한 개

선 효과에 따른  적층복합판의 좌굴 해석 결과를 분석하는 

것이다. 전단변형 효과를 고려하기 위해 Reissner- Mindlin 

이론에 근거한 개선된 1차 전단변형이론을 이용하였다. 해

석 결과의 검증을 위하여 면내 압축 및 전단하중을 받는 

적층복합판의 좌굴 해석 결과와 비교/검토하였다.

2. 개선된 1차 전단변형 이론

6개의 자유도를 가지는 8절점 쉘 요소의 기하학적 형

상은 그림 1과 같다.

3차 변위장은 식(1)-(2)와 같다.

  
 

 
 

  (1)

  
 

 
 

  (2)

; 1,2,3 , 1,2i j= =

여기서 는 쉘 요소에서 일반적인 점의 위치 벡터,   

그리고 는 중립면에서 한 점의 위치벡터 그리고 중립

면의 수직 벡터이다.

[그림 1] 8절점 쉘 요소의 기하형상

  그리고 는 중립면에서 병진 변위벡터 그리고 회

전 변위벡터이다.   그리고  는 각각    그리

고  에서 고차항들이다.

요소의 표면과 바닥에서 수직전단응력이 0이라는 조

건으로부터 자연변형률도 0이 되어야 한다. 이러한 관계

와 Green 변형률과 자연변형률의 관계식을 이용하여 정

리하면 식(3)을 얻을 수 있다.


 



 






 













 (3)

유효전단에너지 와 평균전단에너지   사이의 비 

를 정의하면 식(4)와 같다.

 



(4)

여기서 와 는 각각 수직전단응력과 변

형률의 형상함수 분포이다(Yunqian 등[7]).

개선된 1차 전단변형이론은 식(3)에 전단에너지 계수

를 곱하여 식(5)와 같이 구할 수 있다. 


 



 





 












 (5)

3. 적층복합판의 변형 에너지와 합 응력

3차원 구조체로 표현된 쉘의 변형에너지는 응력 텐서 

와 변형률 텐서 의 곱을 전체 체적에 대하여 적분

한 형태로 표현되며 식(6)과 같다. 







   (6)

적층 구조물에서 변형 에너지 U 는 식(7)과 같다.











 
 

  (7)

두께에 대한 적분을 수행하면 변형 에너지로부터 식
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(8)과 같은 면내, 면내-휨 조합, 휨 그리고 전단 강성 행렬

을 구할 수 있다. 

   



 

 



  (8)

여기서 Reissner에 의해 제안된 5/6를 전단 보정계수

()로 유한요소 정식에 사용하였다.

적층복합판의 적합 방정식은 식(9)와 같다. 

































  
  

  















 


 














(9)

4. 수직 전단변형률 보간점

8절점에 관한 연구는 다양한 논문에서 연구되었다. 자

연변형률 8절점 쉘요소의 연구는 Huang과 Hinton [1], 

Lakshinarayanan 등[8], Macneal과 Harder [9]에 의해 면

내 변형률과 수직 전단변형률의 보간점을 동일하게 적용

하여 연구되었다. Bucalem과 Bathe [10], Kim 등[5, 11]은 

면내 변형률 중에서 전단변형률의 보간점을 4개만 사용

하였고 수직전단변형률의 보간점은 6개를 사용하였다. 

본 연구에서 사용된 8절점 쉘 요소에서는 Han 등[4]에서 

사용한 면내 변형률 보간점을 사용하였고 수직 전단변형

률 보간점은 그림 2에 나타낸 보간점을 이용하여 자연변

형률 8절점 쉘요소를 개선하였다. 

5. 평형 방정식

면내력, 모멘트 그리고 전단력으로 표시한 평형방정식

은 식(10)과 같다. 

        (10)

여기서 는 체적력이다.

식(10)으로부터 선형 강성행렬을 구할 수 있다.

      

 (11)

[그림 2] 8절점 쉘요소의 수직 전단변형률 보간점 

(○ : 보간점)

여기서 

은 쉘의 중립면에서 선형 강성행렬이다. 

선형해석을 위한 식(12)와 같은 평형방정식을 얻을 수 

있다.

 (12)

여기서  













그리고

 

  : 좌굴 해석인 경우   (13)   여기

서 는 강성 행렬, 는 기하학적 강성 행렬, 

는 

좌굴하중 이다.

6. 수치 예제

좌굴 해석의 결과들을 비교하기 위하여 몇 개의 예제

들을 선택하였다. 예제들은 참고문헌의 결과와 비교하기 

위한 면내 압축을 받는 적층복합판 예제와 향후 연구들

에 비교 자료로 제시하기 위한 전단하중을 받는 적층복

합판 예제들로 구성하였다. 첫번째 예제는 적층복합판의 

좌굴하중을 Reddy [12], Whitney [13]의 결과와 비교하였

다. 두 번째 예제는 전단하중을 받는 복합적층판의 좌굴 

해석을 수행하였다. 본 연구에서는 FEAP [14, 15]을 개선

하여 적용하였다.

6.1 적층복합판의 좌굴해석 

복합재료의 물성치는 식(14)와 같다.

1 2 2 3 12 13 2
/ 40 , , 0.6 ,E E E E G G E= = = =

23 2
0.5 ,G E=

12 13 23
0.25ν ν ν= = = (14)
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그림 3의 단순지지된 4각형 판을 ×로 요소분할하

였다. 복합적층판의 좌굴하중은 식(15)를 사용하여 무차

원화 하였다.
















(15)

z

h

y

b

x

a



[그림 3] 단순지지된 사각형 적층복합판

면내 압축을 받는 다양한 적층복합판의 좌굴하중을 표 

1에서부터 표 5까지 나타내었다. 참고문헌의 결과들과 

비교하기 위하여 폭-두께비는 10과 100으로 정하였다.

[표 1] 크로스 플라이 적층복합판의 좌굴하중

  

적층방법  

Whitney [13] 35.96 30.26

Reddy [12] 35.95 30.25

본 연구 35.54 29.82

[표 2] 크로스 플라이 적층복합판의 좌굴하중

  

적층방법  

Whitney [13] 23.45 22.81

Reddy [12] 23.34 22.58

본 연구 23.18 22.70

[표 3] 앵글 플라이 적층복합판의 좌굴하중

   

적층각도  5 15 30 45

Whitney [13] 35.66 38.33 49.63 55.74

Reddy [12] 35.66 38.32 49.61 55.73

본 연구 35.03 37.82 49.54 55.77

[표 4] 앵글 플라이 적층복합판의 좌굴하중

   

적층각도  5 15 30 45

Whitney [13] 22.29 24.98 31.78 31.14

Reddy [12] 22.29 24.75 31.34 30.60

본 연구 21.91 24.74 31.78 31.13

표 1~표 4에서 본 연구의 좌굴하중은 참고문헌의 결과

들에 정확하게 수렴되었다. 폭-두께비가 10인 경우와 100

인 경우에서 모두 정확한 결과를 나타내었다.

표 5에서는 전단잠김에 대한 본 연구의 개선된 성능을 

확인하기 위해 매우 얇은 경우에 대한 좌굴하중을 참고

문헌 [16]의 결과와 비교하여 나타내었다.

[표 5] 두께변화에 따른 크로스 플라이 적층복합판의 좌굴

하중 ()

폭-두께 비 참고문헌 [16]
 본 연구

10 21.21 22.70

100 29.56 29.82

1000 29.80 29.65

10000 62.29 29.67

* 참고문헌 [16]의 이론을 이용하여 계산한 결과

폭-두께비가 1,000까지는 참고문헌의 결과와 본 연구

의 결과가 매우 유사한 값을 나타내었으나 10,000인 경우

에는 100%이상의 오차가 발생하였다. 이러한 오차는 전

단변형률에 대한 가정변형률 방법을 적용할 때 적절한 

보간점을 사용하지 않은 결과로 판단된다. 따라서 본 연

구에서 제안한 가정변형률의 보간점의 사용이 반드시 필

요하다고 할 수 있다.

크로스 플라이 적층복합판과 역대칭 앵글 플라이 적층

복합판의 폭-두께비의 변화에 따른 좌굴하중의 변화를 그

림 4에 나타내었다. 본 연구의 결과들은 두께가 매우 얇아

지게 되더라도 일정한 값에 수렴되는것을 알 수 있다.

그림 5에는 역대칭 앵글 플라이 적층판의 보강방향 및 

적층수의 변화에 따른 좌굴하중의 변화를 나타내었다. 폭

-두께비는 100으로 가정하였다.  

적층수가 2일 때는 보강방향의 증가에 따라 좌굴하중

이 감소하다가 에서 까지 증가되고 다시 

까지 감소되다가 로 수렴되었다. 반면에 4층으로 적

층된 경우에는 까지 증가되어 최대 좌굴하중을 나타

내었다.
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[그림 4] 역대칭 적층복합판의 좌굴하중

[그림 5] 역대칭 앵글 플라이 적층복합판의 좌굴하중

축 방향으로 일방향 면내 압축을 받는 경우 보강방향

의 영향으로 를 기준으로 비대칭의 형상을 보인다.

6.2 적층복합판의 전단좌굴해석 

전단하중을 받고 4변 고정지지된 복합재료 적층판의 

물성치는 식(16)과 같고 기하학적 특성은 그림 3과 같다.

 



× 





×










 








×

      (16)

전단하중의 방향은 그림 6과 같다. 적층복합판의 전단

좌굴하중은 식(17)을 사용하여 무차원화 하였다.



 









(17)





Positive Shear

(+)

[그림 6] 전단하중의 방향

그림 7에는 보강방향의 변화에 따른 일방향 앵글 플라

이 적층복합판의 전단좌굴하중을 나타내었다. (+)전단하

중과 (-)전단하중을 받는 경우로 나누어 전단좌굴하중의 

변화를 연구하였다. 보강방향 및 적층수는 참고문헌과 비

교하기 위하여 
  

으로 하였다. 전단하중의 방향

에 따라  전단좌굴하중의 차이가 최대 4배 이상의 차이를 

보였다. 보강방향이 (-)전단하중에 저항하는 방향으로 배

치되어 전단좌굴하중이 증가되었다고 판단된다. 전단하

중의 방향 및 적층판의 보강방향이 적층복합판의 성능을 

예측하는데 매우 중요한 영향을 미침을 알 수 있었다.

[그림 7] 일방향 앵글 플라이 적층복합판의 전단좌굴하중

폭-두께비의 변화에 따른 일방향 앵글 플라이 적층복
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합판의 전단좌굴하중을 표 6에 나타내었다. 폭-두께비의 

변화는 10~10000을 선택하였고 보강방향 및 적층수는 


  

 이다. 

[표 6] 두께변화에 따른 일방향 앵글 플라이 적층복합판의 

전단좌굴하중 
  

폭-두께 비 Zhang [17] 참고문헌 [16] 본 연구

10 - 20.27 20.27

100 87.78 84.46 84.46

1000 - 109.40 89.00

10000 - 281.93 89.06

폭-두께비가 100인 경우는 Zhang [17]의 해석적인 결

과와 비교하였고 그 외의 경우는 참고문헌 [16]의 수치적

인 결과와 비교하였다. 전단하중에 의한 좌굴하중의 경우

에는 폭-두께비가1,000인 경우에서 20% 이상의 오차가 

발생하였고 10,000인 경우에는 200%이상의 오차가 발생

하였다. 전단하중에 의한 좌굴 해석에도 적절한 보간점을 

사용하는것이 반드시 필요하다고 할 수 있다.

일방향 앵글 플라이 적층복합판의 폭-두께비의 변화에 

따른 좌굴하중의 변화를 그림 8에 나타내었다. 본 연구의 

결과들은 전단하중이 작용하더라도 두께가 매우 얇은 경

우 일정한 값에 수렴되는것을 알 수 있다.

[그림 8] 일방향 앵글 플라이 적층복합판의 좌굴하중

그림 9에는 전단하중을 받는 적층복합판의 첫 번째 좌

굴모드를 나타내었다. 보강방향 및 적층수는 
  

 이

다.

(a)   

(b)  

(c)  

[그림 9] 적층복합판의 전단좌굴모드 

그림 10에는 역대칭 앵글 플라이 적층판의 보강방향 

및 적층수의 변화에 따른 전단좌굴하중의 변화를 나타내

었다. (-)전단하중을 받는 4층 적층판과 2층 적층판을 해

석하였다. 적층판의 보강방향은  그리고 

 이다. 폭-두께비는 100으로 가정하

였다.

일방향 면내 압축의 경우와 달리 전단하중이 4변에 동

시에 작용하게 되므로 를 기준으로 대칭의 형상을 

나타내었다. 2층으로 적층된 경우에는 전단좌굴하중이 

보강방향의 증가에 따라 감소되다가 에서 약간 증가

되면서 대칭의 형상을 나타내었다. 
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[그림 10] 역대칭 앵글 플라이 적층복합판의 전단좌굴하중

7. 결론

적층복합판은 구조물의 폭-두께 비, 비등방성 재료의 

보강방향 등이 복잡하게 얽혀 있어 정확한 좌굴하중을 

예측하는 것은 복잡한 문제이다. 특히 전단좌굴하중의 경

우는 면내 압축을 받는 경우에 비하여 연구 실적이 매우 

저조한 상황이다. 본 연구에서는 전단 잠김 현상을 완벽

하게 제거하기 위하여 정확한 보간점을 적용하여 두께가 

매우 얇은 경우에도 정확도에서 일관성을 유지할 수 있

도록 쉘요소를 개선하였다. 면내 잠김과 전단 잠김 현상

을 피하기 위해 가정 자연변형률을 사용하였고 전단변형 

효과를 고려하기 위해 개선된 일차전단변형 이론을 적용

하였다.

일방향 면내 압축을 받는 경우 보강방향의 영향으로 

를 기준으로 비대칭의 형상을 보인반면 전단하중은 

4변에 동시에 작용하게 되므로 전단좌굴하중의 경우에는 

를 기준으로 대칭의 형상을 나타내었다. 

본 연구의 결과는 향후 적층복합판의 좌굴 현상을 연

구하는 연구자들을 위한 참고자료로 활용될 수 있을 것

으로 사료된다. 특히 전단좌굴하중에 의한 좌굴의 경우, 

기존의 연구자료가 매우 부족한 실정이므로 향후 연구자

들의 결과 비교를 위한 예제로 활용될 수 있을 것이다. 
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박 원 태(Weon-Tae Park) [정회원]

• 1983년 2월 : 부산대학교 대학원 

토목공학과 (공학석사)

• 1993년 2월 : 서울시립대학교 대

학원 토목공학과 (공학박사)

• 2005년 10월 ~ 현재 : 공주대학

교 건설환경공학부 정교수

<관심분야>

구조공학, 강구조공학, 복합재료
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