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요  약  이동하중을 받는 구조물의 동적 거동은 이동물체의 속도에 따라 정하중을 받을때 보다 큰 처짐을 나타내게 

되어 구조물의 설계에 중요한 영향을 미치게 된다. 기계가공이나 볼스크류우를 이용한 위치제어분야에서 개선 및 성능

유지를 위한 해석의 기법이 요구되고 있다. 회전하는 티모센코축을 따라 이동하는 두 개의 이동하중을 받는 시스템에 

대한 운동방정식이 Hamilton의 원리로 유도되었다. 무차원화된 속도비, 질량비, Rayleigh 계수비의 영향이 시스템의 응

답에 미치는 영향을 해석하였다.

Abstract  The analysis of rigid body traveling along the rotating Timoshenko shaft has been a topic of interest. 

The problem arose from the observations that as a structure is subjected to moving loads, dynamic deflection as 

well as stresses can be significantly higher than those for static loads. The establishment of analytical method for 

the development and maintenance of performance is required in the fields of the machining operations and the 

position control using ball screw. The equations of motion for the rotating shaft subjected to the two moving 

forces are derived by using Hamilton's principle. Influence of system parameters such as the speed ratio, the 

mass ratio and the Rayleigh coefficient is discussed on the response of the moving system. 
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1. 서론

이동하중을 받는 구조물의 동적 거동은 이동물체의 속

도에 따라 정하중을 받을때 보다 큰 처짐을 나타내게 되

어 구조물의 안정성과 성능에 매우 중요한 문제로 대두

하고 있다. 이러한 문제에 대한 관심은 초기에 철도, 교

량,  등과 같은 구조물 설계에 대한 연구로 시작되었으며, 

선반  이나 드릴링작업과 같은 기계가공 분야와 볼 스크

류우를 이용한 위치제어 분야 에서도 성능유지 및 개선

을 위한 연구가 진행되고 있다.

Fryba[1]는 폭넓은 해석의 방법을 제시하였다. 구조물

과의 동적상호작용을 통한 이동질량의 관성효과는 중력

보다도 구조물의 응답에 큰 영향을 미치고 있으므로 속

도비와 질량비에 대한 수치해석 연구가 활발히 진행되어 

왔다. [2-5] Katz[6]는 회전하는 Euler, Rayleigh, 

Timoshenko 보에 일정한 속도로 이동하는 하중을 받는 

문제의 동적응답 해석을 수행하였다. 유도된 운동방정식

은 뉴톤 방법(Newton's Method)을 이용하였다. Lee[7]는 

가정된 모드기법(Assumed Mode Method)을 이용하여 이

동하중을 받는 Timoshenko 보에 대하여 운동에너지와 포

텐셜 에너지를 행렬식으로 나타냈으며, Hamilton의 원리

를 이용하여 운동의 방정식을 유도하였다. 축방향의 압축

력을 고려한 운동의 수치해석이 병행되었다. 한편 Lee[8]

는 이동질량을 받는 회전축에 대하여 한 평면에 대한 연

구를 수행하였으며, 일정속도이상의 회전속도에서의 이

동물체의 분리현상을 연구하였다. Gu[9] 이동질량에 대
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한 해석, 고속으로 회전하는 볼 스크류우와 이동하는 너

트로 구성된 시스템에 대한 해석을 수행하였으며, 

Park[10]은 이동질량과 압축력을 받는 티모센코 회전축

의 운동에 대한 설계 파라미터를 추출할 수 있는 무차원 

변수에 대한 연구를 수행하였다. 

볼나사는 회전운동을 직선운동로 바꾸는 기계요소로 

정밀이송이 가능하여, 산업현장의 CNC나 머시닝센터 뿐 

아니라 정밀측정기기, 자동화기기, 사무기기 등에 사용되

고 있다.[11]  Park[12]은 볼나사를 이용한 이송장치와 같

이 축의 회전속도와 이동물체의 이동속도가 연계된 시스

템의 운동해석을 수행하였다. 

대부분의 연구는 1개의 이동하중이나 이동질량이 접

촉하고 있는 구조물과의 동적상호작용에 대한 해석으로 

볼 스크류우를 이용한 위치제어 분야에서 사용되는 더블 

너트 방식의 볼나사와 같이 회전축과 2개의 지점에서 접

촉하고 있는 동적상호작용에 관한 연구는 진행되지 않고 

있는 실정이다. 

본 연구에서는 평면 운동하는 기계장치의 운동을 2 자

유도 강체의 운동으로 모델링 하여, 2개의 접촉점을 통해 

회전축과의 동적상호작용 특성을 파악할 수 있는 모델을 

개발하고자 한다. 중요 변수들이 기계장치 운동에 어떠한 

영향을 미치는지를 해석하여, 제품의 안정성을 확보할 수 

있는 설계 자료를 제시하고자 한다.

2. 시스템의 운동방정식

길이가 L이며, 단면이 일정한 축이 단순지지 되어 있

으며, 일정한 각속도   로 회전하고 있다.  회전축과 접

촉하여 이동하는 강체는 질량 M, 관성모멘트 Im 을 갖으

며, 회전축과 2점에서 스프링(  )으로 접촉하고 있

다. 강체는 일정한 속도 으로 X축 방향으로 이동하며, 

강체는 축과 함께 회전하지 않으며, 운동중에 축과 접촉

상태에 있다고 가정한다. 축의 단면적은 A,   는 관성모

멘트, 단면 형상계수는  , 영의계수 E, 전단탄성계수 G 

그리고 는 밀도를 나타낸다. 



 


 는 질량중심으로부터 지지대까지의 거리를 

나타낸다. 평면운동을 하는 시스템의 운동방정식은 절대

좌표로 수직변위, y cg  와 각변위,   로 표현하면 아래

와 같이 나타낼 수 있다.

[그림 1] 시스템의 모델링

  

축은 Timoshenko의 빔으로 Y와 Z축 방향으로의 처짐

은  와 로 나타내며, Y와 Z축에 대한 

미소의 회전각은  와  로 나타낸다. 따라

서 굽힘에 의한 처짐과 전단에 의한 변형은 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

 

 


 (1a)

 




 (1b)

 






,  






(1c)

축의 포텐셜에너지 

는 다음과 같이 표현된다.











 

″ 


″   

   







 

′ 


′   (2a)

여기서 ( ′  ) 는 x에 대한 편미분을 나타낸다. 식(2)는 

식(1)의 관계식으로부터 다음과 같이 정리되어진다.

 








  ′  ′   









 ′ ′    ′   

(2b)

아울러 이동계의 포텐셜에너지는 

는 다음과 같이 

표현된다.







  

 



  

 (3)
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일정한 속도  로 회전하는 축의 운동에너지 

 과 

접촉하는 이동계의 운동에너지 

은 각각 다음과 같이 

나타내어진다. 






 




   


   +


 




 

  

  

-



  





 
 +










      

(4)







 

  


  (5)

여기서 (′ ) 는 x에 대한 편미분을 ( ) 는 시간에 대한 

미분을 나타낸다.

중력에 의해 시스템에 가해지는 가상일은 다음과 같다.







  

 




  

 

(6)

Hamilton의 원리를 이용하여 다음과 같은 시스템의 운

동방정식을 얻을 수 있다. 

    ″   ′    (7)

     ″   ′    (8)

       ″                      

                ′   (9)

       ″            

                 ′   (10)

      
      

   

     (11)


  




 


  





 


 

 

(12)

여기서





 


 이며 각 항은 아래와 같다.



 


   


 

 










 

(13a)



 


   


 

 










 

(13b)

무차원 운동방정식의 변위를 다음과 같이 가정한다.

 
  








  

  










 
  








  

  










(

)

 

(14)

Galerkin 방법에 의해 식(7)~(12)의 시스템 운동방정식

은 다음과 같은 행렬 방정식으로 유도된다.

   







     

  




 









     

   









  









  (15)

       (16)

             

(17)

              

(18)

 




















 





 


  = 0   

(19)



  




 


 




 


 

             





 





  (20)

시스템의 운동방정식 (15) - (20) 을 행렬 형태로 표현

하면 다음과 같은 행렬 방정식으로 나타낼 수 있다. 

    

 


  (21) 

 



 




 

 


,  



 




 

 








 




 

 


, 





 















 = 



 





,














   
   
   
   

, 

×






 


 

 
, ×
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













   
   
      

      

, ×






 


 

 
, 





 


 

 

 















    



   
 

     
      

,    

×


















   

   
   
   

, ×















 

 
 
 

, ×



 

 , ×







 


 




 




 


 


 



 

, ×

여기서, 각 행렬은 다음과 같다.

 

  

  



  

     

  

     


  , 
 





    

   ,   




    

   ,   




′ ′   

  , 
 





′ ′  

   ,   




 ′  

   ,   
  

  , 






  ′  

                  ′   
  



  ,   

  


  




  ,   

  


  


    ,   ′   ′  

3. 수치해석

수치해석을 수행하여 설계파라미터 별 응답특성을 파

악하기 위해 아래와 같은 무차원 매개변수를 정의한다. 

또한 5차 Runge-Kutta 법을 이용하여 시스템의 해를 구

하였으며, 프로그램은 Matlab을 이용하였다. 

이동질량의 속도비 :     

축의 회전비 :  

Rayleigh 보의 계수 :   

질량비 : 

    

여기서, 은 회전하지 않는 단순지지 보의 임계속도 

  이며, 는 축의 길이에 대한 지

름과 관련된 단면의 정보를 나타내는 Rayleigh 보 계수이

다. 는 회전반경(radius of gyration), 

은 단순지지보

의 고유진동수를 나타낸다. 지지대의 스프링상수는 

을 기준으로 무차원화 하였다.

 

3.1 운동해석 I

첫째로 회전하지 않는 축에 두개의 지지부를 갖는 이

동계의 운동해석을 다루었다. 사용된 물성치는 Lin[13]이 

사용한 것으로 표 1과 같다. 표 1은 단순지지보에 대한 
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해석에 사용된 물성치로 질량비가 약 0.25인 경우이다.

Parameter 
of the Beam

Parameter
 of the Moving System

     

  ×       

  × 

    

    

  

  

  

  

     
  


  

  

  

  

    

[표 1] 프로그램에 사용된 물성치

 

그림 2는 보의 중앙에서의 응답을 이동계의 이동속도

에 따라 비교한 결과이다. 가로축은 축의 길이에 대한 이

동계의 위치비로 나타낸 것이다. 무차원 거리

(Nondimensional distance)는 이동계의 지지대 2가 축의 

선단을 진입했을 때가 0이며, 지지대 1이 탄성보의 끝단

을 지날 때 최대값을 나타낸다. 정적처짐의 경우 무차원 

거리 0.6일때 지지대 1이 축에 하중을 작용하기 시작하고 

있으므로 축의 처짐의 양이 증가함을 알수 있고, 무차원 

거리 1일때 지지대 2의 하중이 작용하지 않으며, 지지대 

1의 하중만이 작용하므로, 처짐양이 불연속적으로 변하

고 있음을 알수 있다. 보의 고유진동주기에 비해 낮은 속

도로 이동하는 경우(  ) 티모센코축의 응답은 정

적처짐곡선을 따라감을 알 수 있으며, 이동속도비가 커짐

에 따라 최대 처짐량이 점점 커지다가 감소하는 경향을 

볼 수 있다. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
-1

0

1

2

3

4

5
x 10

-6

NONDIMENSIONAL DISTANCE

D
IS
P
L
A
C
E
M
E
N
T

0.31 

Static

1.0

1.5 2.0
3.0

[그림 2] 이동계의 속도비()에 따른 티모센코축의 중앙

지점 에서의 응답

한편 강체의 수직운동의 결과가 그림 3과 같다. 최대

변위는 속도비가 1.5 부근일 때 발생되며 지지대 1이 탄

성보 끝단을 이탈할 시기에 발생된다. 한편 이동계의 속

도가 더 빠를 경우 최대 처짐량은 작아진다. 

강체의 회전운동의 결과는 그림 4와 같다. 최대각변위

는 속도비가 0.31, 이동계의 이동거리비가 0.5부근 즉 지

지대 2가 탄성보의 중앙점에 위치했을 때 나타난다. 이러

한 각변위는 이동거리비가 0.8 부근에서 영이 되었다가 

시계방향으로 회전하여 지지대 2가 탄성보의 끝단을 지

날 때 다시 한번 큰 각변위를 나타낸다.

[그림 3] 이동계의 속도비()에 따른 강체의 수직변위 응답

[그림 4] 이동계의 속도비( )에 따른 강체의 각변위 응답

3.2 운동해석 II  

두 번째는 축이 회전운동을 할 때, 이동계의 운동해석

을 다루었다. 수치해석에 사용된 무차원 변수는 Park[10]

이 제시한 아래와 같은 영역을 사용하였고 회전축에 대

한 물성치는 표 2와 같다.
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이동물체의 속도비 : ≤ ≤  

축의 회전비 : ≤ ≤ 

Rayleigh 보의 계수 : ≤ ≤ 

질량비 : ≤ ≤ 

스프링상수비 :   

Parameter Value 











 



7700 kg/m


207 GPa

77.6 GPa

1 m

0.9

0.1

[표 2] 프로그램 해석에 사용된 물성치

그림 5는 속도비 가 0.1, 0.5, 1.0, 1.5일 때, 축의 중

앙지점에서의 처짐 결과를 보여 주고 있다. Y축의 값은 

정적처짐에 대한 비로 나타내고 있다. 속도비가 임계속도

보다 작을 경우는 정적처짐곡선을 따라가고 있으며, 속도

가 빠를수록 처짐값이 커짐을 알 수 있다. 처짐의 최대값

은 점점 커지다가 작아지고 있다.  

  

[그림 5] 속도비( ) 변화에 따른 티모센코축의 중앙지점

에서의 응답

      ( =2.5, =0.15, =0.2, =0.1)

 

아울러 최대값을 나타내는 지점은 속도가 빠를수록 이

동계가 중앙위치를 지날때에서 축의 우측 끝부위로 이동

하며 발생함을 볼 수 있다.     

강체의 각변위에 대한 결과가 그림 6이다. 이동계의 

속도가 축의 임계속도보다 큰 경우인 =1.0, 1.5에는 강

체의 각변위가 크게 나타나고 있음을 확인할 수 있었다. 

질량비의 변화에 따른 각변위의 비교가 그림 7과 같다. 

질량비가 커짐에 따라 각변위가 크게 나타남을 보여주고 

있다. 그림 8은 Rayleigh 보의 계수 의 변화에 따른 해

석결과이다. 의 값이 작을 경우는 단면적이 작은 축으

로 결과에서 보는바와 같이 하중의 영향이 크게 나타내

고 있음을 알 수 있다. 

[그림 6] 속도비( ) 변화에 따른 강체의 각변위

     ( =2.5, =0.15, =0.2, =0.1)

[그림 7] 질량비( ) 변화에 따른 강체의 각변위

             ( =2.5, =0.15, =0.1)
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[그림 8] Rayleigh 보의 계수( ) 변화에 따른 티모센코축

의 중앙지점에서의 응답 

         ( =2.5, =0.2, =0.1, =0.1)

4. 결론

일정한 속도로 이동하는 강체가 2개의 접촉점을 통해 

회전축과 동적상호작용하는 시스템의 운동특성을 파악할 

수 있는 연구를 수행하여 얻은 결과는 다음과 같다.

(1) 평면운동하는 강체가 Timoshenko 회전축과 접촉 

운동하는 모델을 제시하였으며, 동적상호작용하는 

포괄적인 운동 방정식이 유도되었다.

(2) 질량비가 작고 속도비가 큰 경우의 특정파라미터 

영역에서의 운동 해석시 강체의 운동은 회전축에 

큰 영향을 미치지 않으며, 회전축의 운동이 일종의 

외력 형태로 강체에 가해 진다고 할 수 있다.

(3) 이동하는 2점 가진형태를 받는 회전축의 경우 속

도비가 커짐에 따라 Y방향 처짐비의 최대값은 점

점 커지다가 작아지며며, 최대처짐은 모두 

=1.5~2.0 부근에서 나타나고 있음을 알 수 있다. 

아울러 최대처짐이 발생하는 위치는 회전축의 우

측부위로 이동하며 나타남을 확인 할 수 있다.

(4) 질량비가 커질수록 강체의 각운동 크기가 커지며, 

Rayleigh 보의 계수 의 값이 작은 경우 단면적이 

작은 축으로 처짐비가 크게 나타남을 알 수 있다. 

(5) 본 연구를 통하여 회전축과 2점 접촉하는 강체의 

운동을 해석할 수 있는 기반을 마련하였으며, 회전

축의 속도와 연계된 이동계의 속도에 따른 동적상

호 작용과 다양한 경계조건에 대한 특성 해석이 

가능하게 되었다.
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