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요  약  본 논문에서는 부분적으로 알고 있는 비선형 마찰력이 있는 2차 기계시스템에 대한 강인한 적응제어 기법을 
제시한다. 제시하는 적응제어 방법은 잡음이나 모델링 에러가 없는 경우에는 위치 및 속도 추적 오차는 점근적으로 
영으로 수렴함을 보장하며, 잡음이나 모델링 에러가 있는 경우에는 그동안 발표된 다른 논문의 결과와 달리 디자인 
변수를 적절하게 선택하면 위치 및 속도 추적 오차를 원하는 범위까지 줄일 수 있음을 보였으며 이는 시뮬레이션 결
과를 통해 입증하였다.

Abstract  In this paper, an adaptive nonlinear friction compensation scheme for second-order nonlinear 
mechanical system with a partially known nonlinear dynamic friction is proposed to achieve asymptotic position 
and velocity tracking in the absence of disturbances and modeling errors. It is also shown that even with 
disturbances and modeling errors, in contrast to existing other adaptive control schemes, by proper adjustment of 
design parameters, reduced error bounds on position and velocity tracking can be achieved.

Key Words : Mechanical systems with friction, Adaptive control, friction identification scheme.
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1. 서론

모든 기계시스템에 존재하는 비선형 마찰력은 시스템
의 제어기를 설계함에 있어 원하는 성능을 얻지 못하게 
하는 중요한 요소이다. 특히 정밀 제어를 요하는 경우 그 
영향은 매우 커서 마찰력으로 발생하는 오차에 대한 보
상 문제는 중요한 연구 과제로 되어 있다. 마찰력의 모델
링은 Stribeck 효과, presliding displacement, stick-slip 운
동, 그리고 friction-lag 등과 같은 현상을 표현해야 하는 
이론적으로 매우 어려운 문제로 많은 연구자가 다양한 
수학적 모델을 제시하였다([1-5]). [1]에서는 저속에서의 
stick-slip 현상을 고려한 모델을 제시하였고, [2]에서는 
정지마찰의 특성을 스프링의 특성으로 표현한 Dahl 모델

을 제시하였으며, [4]에서는 Stribeck 효과를 표현하기 위
하여 접촉된 두면을 짧고 뻣뻣한 털의 모양으로 표현한 
Bristle 모델을 제시하였다. 이렇게 제시된 수학적 모델들
은 마찰력에 의해 발생하는 출력에서의 오차를 보상하게 
하는 제어 기법을 제시하는데 도움이 될 수 있지만 마찰
력은 측정이 불가능하며 마찰력에 대한 수학적 모델이 
아무리 정확하더라도 시스템 모델 자체에 포함된 불확실
성으로 원하는 위치 또는 속도 궤적으로의 점근성을 얻
기는 어려운 실정이다. 이러한 문제를 극복하기 위해 여
러 연구자들이 다양한 제어 기법을 제시하였다([6-11]).  
[6]에서는 Dahl 모델로 표현된 마찰력이 있는 시스템에 
대한 적응제어기법을 제시하였고, [7]에서는 Bristle 모델
을 근거로 하는 적응제어 기법을 제시하였다. [8,9,11]에
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서는 시스템 모델에서 불확실성이 있는 경우의 강인한 
적응제어 기법을 제시하고 오차의 범위를 제시하였다.

본 논문에서는 [11]의 기법을 변형시킨 강인한 적응제
어 기법을 제시한다. 제시된 제어 기법은 시스템 모델에
서의 불확실성이 없는 경우에는 원하는 위치 및 속도 궤
적으로의 점근성을 보장하며, 불확실성이 있는 경우에도 
[11]와 같이 오차의 범위를 제시하는데 [11]의 제어기법
과 다른 점은 그 오차의 범위를 원하는 범위만큼 줄일 수 
있다는데 있다. 2장에서는 시스템 모델을 제시하고 3장
에서 적응제어 기법과 이에 따른 결과를 보여준다. 4장에
서는 제시된 제어기법의 타당성을 시뮬레이션을 통해 보
여주게 된다.

2. 시스템 모델

본 논문에서는 비선형 마찰력을 갖는 시스템이 다음과 
같은 수학적 모델로 표현된다고 가정한다([5]).

  (1)

  (2)

여기에서     는 각각 측정 가능한 위치와 
속도로 구성된 상태변수를 의미하며, 은 시스템의 
inertia를, 는 비선형 마찰력을, 그리고 는 잡음이나 
모델링 오차 등을 모두 포함하는 비선형의 알 수 없는 함
수를 나타낸다. 는 시스템의 제어 입력 함수를 의미한
다. 접촉하는 두 평면 사이에서 발생하는 비선형 마찰력
을 평면의 거칠함 정도를 표현하는 bristle의 굴절로 모델
링한 [4]에서 제시하는 아래와 같은 수학적 모델을 사용
하기로 한다.

   (3)

   


 (4)

여기에서 는 측정이 불가능한 마찰력 상태변수로 
bristle의 평균 굴절 정도를 나타내며,    는 미지
의 마찰 상수들이다. 함수 는 Stribeck 효과를 표현
하는 함수로 다음과 같다.

  
 



(5)

여기에서 와 는 각각 쿨롱 마찰력과 정지 마찰
력을 나타내며 는 Stribeck 속도를 나타낸다.  일반적으
로 정지마찰력이 쿨롱 마찰력보다 크므로    이 
만족한다. (3)과 (4)를 (2)에 대입하면 다음과 같다.

    


 
  


   

  


 

(6)

여기에서 미지의 마찰 상수        는 모두 
양의 실수이므로       도 모두 미지의 양의 실
수임을 알 수 있다. 함수 에 대해 다음과 같은 가정을 
한다.

가정 1. 미지의 비선형 함수인 ∆는 다음을 
만족한다고 가정하자([11]).

∈  ≤  (7)

여기에서 는 크기가 제한된 알고 있는 함수이
고, 는 미지의 한정된 시변함수로 가정한다.

본 논문에서는 2회 이상 미분 가능한 위치 궤적 함수 
가 주어졌을 때 시스템의 위치 와 속도 
가 각각  와 를 쫓아가게 하는 제어 입
력 를 제시하고 자 한다.

3. 적응제어 알고리즘

원하는 위치 궤적 함수를  라 하고 시스템의 위
치 궤적 함수 와의 오차를      로 
정의하자. 궤적의 위치와 속도를 이용한 필터링 된 오차 
와  를 다음과 같이 정의하자.

 
   (8)

     (9)

여기에서   는 임의의 양의 실수로 시스템 
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와 
 이 모두 안정된 시스템이 되도록 한다. 오차 상

태변수를      로 정의하면 위 관계식은 다음과 
같이 간략하게 표현할 수 있다





 


 

 



 



   (10)

행렬 는 Hurwitz이므로 임의의 positive definite 행렬 
∈×에 대해    를 만족하는 행렬 
∈×가 존재한다.  이때 정해진 에 대해 상수 
  의 값이 클수록 행렬 의 최대 특이치는 작아지게 
된다.  (2)와 (8)을 (9)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 
관계식을 얻는다.

 


 




 






  






 


(11)

제어입력 를 다음과 같이 정의하자.


 



 

 
 (12)

여기에서 은 의 예측치를 의미한다. 과 는 각
각 마찰력 상태변수 의 서로 다른 예측치를 의미한다.  
이 입력을 (11)에 대입하면 다음과 같다.

  





 
    


   






 



 

  

 
 






여기에서 는 원래 함수값과 예측치와의 오차인 
 를 의미한다. 오차 상태변수 크기인  가 
 →이 만족되도록 하기 위해 각 예측치의 다이나믹
스를 [11]에서 제시한 방법을 이용하여 다음과 같이 제의
한다. 여기에서 행렬 는 이전에 언급한 바와 같이 어떤 
positive definite 행렬 에 대해 를 만족
하게 하는 행렬이다.

  

 
 (13)

  

 


 (14)

 
 (15)

 


  (16)

 
 (17)

       는 모두 상수이므로   가 만족
된다.      는 양의 실수로 오차가 영으로 더 
빠르게 수렴하도록 하는 비례상수의 역할을 하게 된다. 
과 는 다음과 같다.

 
  

 
 (18)

 
  

 


 (19)

  

 

 ,    
 라 하자.  주어진 궤

적 추종을 위해 다음과 같은 Lyapunov 함수를 고려하자.

        

  

















 

 




  





 

















 




(20)

(20)을 미분하면 다음을 얻는다.
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(21)

여기에서  는 행렬 의 최소 특이치로 양의 
실수이다. 인 경우 다음과 같은 결과를 얻을 수 있
다.

정리 1. 식(3)과 (4)의 비선형 마찰력을 갖는 시스템 
(1), (2)를 고려하자.  는 0으로 가정하자.  
만약 마찰력의 예측치 및 미지의 변수의 예측
치의 규칙이 (13)-(17)과 같이 주어지고 이들
을 이용한 제어입력이 식(12)로 주어지면 원
하는 궤적의 위치 및 속도의 오차   는 
 →∞일 때 모두 0으로 수렴하게 된다. 

증명 : 식(21)을 정리하면 다음이 만족된다.

  

 
  

  

그러면      → 가 성립하게 된다.   → 는 
  → 와   → 를 의미하는데 이는 식(10)에 의해 
→ 를 의미하게 된다. 그러면 (8)과 (9)에 의해 
 → 이 성립하게 된다. 

이번엔 가 존재하는 경우를 고려하자. 가정1에 의해 
∞  ∞ 임을 알 수 있다. 

정리 2. 식(3)과 (4)의 비선형 마찰력을 갖는 시스템 
(1), (2)를 고려하자. 마찰력의 예측치 및 미지
의 변수의 예측치의 규칙이 (13)-(17)과 같이 
주어지고 이들을 이용한 제어입력이 식(12)로 
주어졌다. 그러면 임의의   에 대해 (10)

의 과 의 값을 조절하여  →∞일 때 
  ≤   ∞ 이 만족되게 할 수 있다.

증명 : 식(21)은 다음과 같이 표현할 수 있다.

 ≤ 

 
 

 











 ∞

 


  ∞



 








만약   ≥ 
 

 ∞ 이면   이 성립하

게 된다.  즉  → ∞이면   ≤ 
 

 ∞ 을 

만족하게 된다. 여기에서  
  의 값은 매우 작은 

값으로 만들 수 있다.  예를 들어 임의의 ≥  에 

대해  

 


 

 
로 정의하자. 그러면 

을 만족해야 하므로 행렬  

 


 

 
는  

 , 

  

 ,    
     이 성립하

게 된다.  그러면    이며 
   

 
 이 된다.    라 하자.  

그러면   가 되며 과 가 1보다 큰 양의 

실수라 하면  ≤ 
 이 만족되므로 가 커지

면  의 값은 작아지게 된다.  따라서 주어진 

에 대해 를   으로 정하면  
 

≤ 이 

성립하게 된다.  따라서 적절한  ∞에 대해  의 수
렴치를 0으로 수렴하게 할 수는 없지만 어느 정도 그 크
기를 조절할 수 있게 된다. 

4. 시뮬레이션

시스템의 변수는 [10]의 예제를 이용하기로 하자. 각 
변수의 값은 ⋅ ,   , 
  ⋅,   ⋅,    , 

   ,   으로 정한다. 초기조건은   , 
  

  그리고 나머지 모든 초기값은 0으
로 가정하자. 원하는 궤적 함수는 [10]의 경우와 같이 
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   로 주어졌다.  

우선 시스템 모델링 에러인 가 없는 경우를 고려해 보자. 

변수의 업데이트 규칙 상수는   ,     , 

    로 정하였다. 또한       로 
설정하였다. 그림 1은 오차 과 를 나타낸다. 그림2

는 마찰력 상태변수 와 이의 추정치인 과 에 대한 
오차인 와  를 보여준다.

(a) 추적오차 
(a) Tracking error of 

(b) 추적오차 
(b) Tracking error of 

[그림 1] 모델링 에러가 없는 경우의 추적 오차
[Fig. 1] Tracking error without modeling error

(a) 마찰력 추정치 과 의 오차 
(a) Friction error between  and 

(b) 마찰력 추정치 과 의 오차
(b) Friction error between  and 

[그림 2] 마찰력 상태변수의 추정 오차
[Fig. 2] Tracking error of friction states

이번엔 시스템 모델링 에러가 있는 경우를 고려하자.  
본 시뮬레이션에서는 SIMULINK의 random number 생성
기에서 평균은 0, 편차는 1로 하여 얻은 그림 3과 같은 
random number를 시스템의 모델링 에러로 고려하였다. 

[11]에서는 시간   에서   까지만 random 
잡음 신호가 있다고 가정하였으나 본 논문에서는 모든 
시간 구간에서 잡음신호가 있다고 가정하였다.  정리2에
서 언급한 바와 같이 디자인 변수인  와 행렬 의 
선택이 오차에 영향을 주므로 두가지 경우를 고려하였다. 
첫째는 모델링 에러가 없는 경우인       
와 두 번째는   ,    , 의 경우를 비교하였
다.  정리2에 의하면 가 커지면 추적 오차가 줄어든다
고 하였는데 그림 4,5와 같이 가 2.5배 된 경우 오차는 

대략적으로 
 배 되는 것을 알 수 있다. 한가지 특이한 

사실은 제시하는 적응제어 입력으로는 시스템 변수인 
   의 수렴성을 보장할 수 없는데 시뮬레이션의 
결과로는 와 는 원래의 값으로 거의 수렴함을 그림
6에서 알 수 있다. 또한 본 논문에서 제시한 제어방식의 
결과는 [11]에서 제시한 제어 방식 중에서 성능이 가장 
우수하다는 Adaptive robust control 방식의 결과에 뒤지
지 않으며 특히 [11]과 달리 가 지속적으로 있는 경우
에도 좋은 추적 오차 결과를 얻을 수 있음을 알 수 있다.
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[그림 3] 시스템 모델링 에러 함수
[Fig. 3] System modeling error function

(a)   일 때의 추적 오차 
(a) Tracking error of  for   

(b)   일 때의 추적 오차 
(b) Tracking error of  for   

[그림 4] 모델링 에러가 있는 경우의 추적 오차 
[Fig. 4] Tracking error of  with modeling error

(a)   일 때의 추적 오차  
(a) Tracking error of  for   

(b)   일 때의 추적 오차 
(b) Tracking error of  for   

[그림 5] 모델링 에러가 있는 경우의 추적 오차 
[Fig. 5] Tracking error of  with modeling error

(a) 의 추정 오차
(a) Tracking error of 

(b) 의 추정 오차
(b) Tracking error of 

(c) 의 추정 오차
(c) Tracking error of 

[그림 6] 모델링 에러가 있는 경우        의 추
정 오차

[Fig. 6] Tracking error of         with modeling 

error
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5. 결론

본 논문에서는 비선형 마찰력이 포함된 시스템에 대한 
적응제어 기법을 제시하였다. [11]에서 제시하는 기법과 
달리 위치 추적 오차와 변형된 속도 추적 오차 함수를 상
태변수로 하는 선형시스템을 이용한 미지 변수의 업데이
트 규칙을 통한 적응제어 기법으로 시스템의 불확실성이 
없는 경우에는 오차가 영으로 수렴하게 되며 불확실성이 
있는 경우에도 디자인 변수의 선택에 의해 어느 정도 오
차 범위를 줄일 수 있도록 하였다. 이러한 결과는 그동안 
잡음이나 모델링 에러와 같은 불확실성이 있는 경우에 
단순히 이러한 불확실성의 최대 norm에 의한 오차 범위
를 제시한 다른 논문들과 다르다고 할 수 있다. 시뮬레이
션의 결과에 의하면 적절한 디자인 변수의 선택으로 오
차가 기존의 결과에 비해 약 60% 줄어든 것을 알 수 있
었다. 
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