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커널-커널 쌍을 이용한 공통 논리식 산출
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요  약  본 논문에서는 논리합성을 위한 공통식 추출 방법을 새롭게 제안한다. 제안하는 방법은 주어진 각 논리식들
에서 커널/커널 쌍들과 코커널/커널 쌍을 추출한다. 커널/커널 쌍은 주어진 논리식을 부울 나눗셈에 의해 제수, 몫, 나
머지로 논리식을 다시 표현하게 된다. 다음, 여러 논리식에서 산출된 제수, 몫들에서 공통식을 추출하는 커널 교집합
에 의해 공통식을 구하는 방법을 제안한다. 실험 결과 기존의 공통식 산출 결과들과 비교했을 때 제안한 방법은 리터
럴 개수를 줄일 수 있었다. 

Abstract  This paper presents a new Boolean extraction technique for logic synthesis. This method extracts 
kernel-kernel pairs as well as cokernel-kernel pairs. The given logic expressions can  be translated into Boolean 
divisors and quotients with kernel-kernel pairs. Next, kernel intersection method provides the common 
sub-expressions for several logic expressions. Experimental results show the improvement in literal count over 
previous other extraction methods.  
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1. 서론

다단 논리회로(multi-level logic circuits)는 이단 논리
회로(two-level logic circuits)보다 간결한 구조를 갖는다. 
이단 논리회로 구현을 위한 방법은 카르노 맵(Karnaugh 
map)을 이용한 방법과 Espresso 등의 여러 방법이 제시되
어 좋은 결과를 산출하고 있다. 그러나, 다단 논리회로 설
계를 위한 다단 논리식 산출 방법에는 아직 알려진 최적 
알고리즘이 없을 뿐만 아니라, 선험 알고리즘도 여전히 
개선할 점이 많기 때문에 현재도 연구가 진행되고 있는 
분야다. 일반적으로 다단 논리식을 산출하기 위해서는 다
음과 같은 몇 가지 방법들로 구분하여 간략화를 수행하
고 있다. 여러 출력들 사이에 존재하는 공통식 산출
(extraction) 방법, 내부 무관항(internal don't care) 추출과 
간략화, 논리식 별로 인수분해(factorization) 등으로 구분
해서 주어진 논리식을 간략화하고, 궁극적으로 이러한 방
법들을 혼합하여 간략화된 다단 논리회로를 산출한다. 본 

논문은 다단 논리식을 산출하는 여러 방법 중에서 공통
식을 산출하기 위한 방법을 제안한 것이다.   

일반적으로 공통식 추출(extraction) 기법은 주어진 여
러 논리식들을 리터럴 개수가 보다 적은 동일한 논리식
들의 표현으로 변형하는 것이다. 이러한 공통식 추출 방
법은 여러 논리식에서 공통으로 사용된 공통식을 찾고, 
이 공통식을 새로운 변수로 대치하여 최적의 논리식들로 
변형하게 된다. 보편적인 방법은 논리식들에서 다항 큐브
(multiple-cube)로 구성된 제수(divisor)를 찾고, 이 제수를 
새로운 변수로 치환하여 주어진 원 논리식들을 변형한다. 
이러한 과정을 반복해서 다항 큐브의 제수를 찾아 치환
하고, 더 이상 다항 큐브의 제수가 없으면 단항
(single-cube)의 제수를 찾아 이 제수에 새로운 변수를 도
입하고, 이 변수로 각 논리식을 변형하는 방법을 사용한
다.

Brayton 등은 커널(kernel)을 이용한 다항 큐브 제수를 
찾는 방법[1-3]을 제시하였다. 이들의 알고리즘은 레벨-0
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에 대한 커널만을 산출하고, 이 레벨-0 커널들의 교집합
을 산출하는 방법에 기반을 두고 있다. 이렇게 제시된 커
널 기반 기술에 의한 다항 큐브 제수 산출 방법은 대수적
인 방법으로 공통식을 찾는 것인 데 수행 속도는 부울 방
법에 의한 공통식 산출보다 빠르나, 때때로 최적화된 결
과를 산출할 수 없게 된다. Rajski와 Vasudevamurthy는 
다변수 출력을 갖는 논리회로에서 대수적 방법으로 단항 
큐브의 공통식과 이 공통식의 보수를 고려하여 여러 출
력단에서 동일한 공통식을 산출하는 방법[4]을 제시하였
다. Singh와 Diwan는 변수 치환을 이용한 공통식 산출 방
법[5]을 소개하였다. 지금까지 서술한 방법들은 대수적 
나눗셈에 기반을 둔 방법으로 부울 공리인 등멱법칙 
( a a= a)과 보수법칙( a a'=0)을 활용하지 못하는 
단점을 갖게된다. 한편, Hsu와 Shen은 부울공리를 활용
한 coalgebraic division이라는 대수 나눗셈 방법[6]을 고
안하여 resubstitution 기술에 적용하여 리터럴 개수를 줄
이는 데 활용하였다. 주어진 논리회로를  Binary-Decision 
Diagram(BDD)로 표현하고 BDD로부터 공통식을 찾고자 
하는 노력을 노력을 하였다[7-9]. 이러한 최근의 결과는 
단지 일부 회로에서 대수적 나눗셈을 이용한 방법[1-3]과 
비교해서 보다 리터럴 개수를 줄일 수 있었다. 이러한 관
점에서 부울공리를 적용한 공통식 산출 방법(이하 부울 
공통식이라 부름)은 단순히 대수적인 나눗셈을 이용한 
최적화보다 리터럴 개수를 줄일 수 있음을 알 수 있으나, 
여전히 어려운 문제로 남아있다.

본 논문에서는 선험방법(heuristic method)에 의한 부
울 공통식 산출 방법을 제안한다. 여기서 제시하는 방법
은 [10-13]에서 제시한 방법을 다변수 출력 논리회로
(multiple-output logic circuit)로 확장한 것이다. 제안하는 
핵심 기술은 주어진 논리식들에서 먼저 등멱법칙과 보수
법칙을 고려한 부울 나눗셈을 적용한 커널/커널 쌍을 산
출한다. 다음, 커널들의 교집합을 찾아서 여러 출력에서 
공통으로 사용되는 공통식을 추출하는 방법을 제안한다.

논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서는 본 논문 서술
에 필요한 용어들의 정의를 소개하고, 3절에서 본 논문에
서 제시하는 새로운 공통식 산출 방법인 커널/커널 쌍을 
이용한 공통식 추출 방법을 소개한다. 4절에서 실험결과
를 보이고, 5절에서 결론을 제시한다.

2. 용어 

본 논문의 공통식 산출 방법을 서술하는데 필요한 용
어들에 대하여 서술한다.

정의 1: 변수(variable)는 부울 공간(Boolean space)에
서 한 좌표를 나타내는 문자다. 리터럴(literal)은 변수 그 
자체 또는 그의 보수(complement)다. 큐브(cube)는 리터
럴들의 집합으로 만일 리터럴 가 존재하면, 그의 보수 
리터럴 ′을 포함하지 않는다. 단순식(expression 또는 
sum-of-products(SOP) form)은 큐브들의 집합이다. 

예 1: 문자 는 변수이며, 와 ′은 리터럴이다. 리터
럴 집합 는 큐브이나 집합 ′은 큐브가 아니
다. ′는 단순식이다.

본 논문에서는 큐브와 단순식을 표현하는 경우 집합 
표기와 보편적으로 사용되는 논리식 표기를 모두 사용한
다. 따라서 큐브 는 와 동일한 표현이며, 
′는 ′와 동일한 표현이다.

정의 2: 논리식 F의 서포트(support)는 논리식 F를 구
성하는 변수들 집합으로 sup(F )로 표현한다. 논리식
을 구성하는 모든 큐브들 간에 공통으로 사용되는 리터
럴을 갖지 않은 경우 그 논리식은 큐브면제(cube-free) 되
었다고 한다. 논리식이 어떤 큐브로부터 나누어졌을 때, 
몫이 큐브면제라면 그 몫을 커널이라 한다. 이 때 커널을 
산출한 큐브를 코커널(co-kernel)이라 한다. 

예 2: 논리식    ′의 경우, = {, 

 , }. 논리식    는 큐브 면제된 경우이나, 논리식 
   및 는 큐브 면제된 것이 아니다. 

  ′′  + ′  + ′  + ′′은 다시  
  ′′  ′ ′  ′′으로 표현될 수 있
으며, 이 때 ′ ′  ′′은 코커널 에 대한 커널
이 된다.

정의 3: 논리회로는 비순환 방향 그래프(directed 

acyclic graph)로 표현되며, 각 노드 i는 변수 y i  를 나타
내고, 논리식 Fyi 를 표현한다. 2개의 논리식 F와 G
의 곱 FG는 {Ci ∪ Dj |Ci ∈F와  Dj ∈G }를 의
미한다. F와 G가 서로 독립 서포트(disjoint support)인 
경우 FG는 대수 곱이고, 그 외의 경우FG는 부울 곱이
다. F/G는 가장 큰 큐브 집합인 몫 Q를 산출하여, 논
리식 F를 F=QG+R로 표현 할 수 있다. 여기서, R

은 나머지를 나타낸다. QG가 대수 곱인 경우, F/G는 
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대수 몫을, 그 외의 경우 F/G는 부울 몫이 된다.  

≠∅ 이고 Q가 대수 나눗셈에 의해 산출된 
경우, G는 대수 제수(algebraic divisor)라 하고, 그 외의 
경우 부울 제수(Boolean divisor)라 한다. 

예 3:        는 대수 
곱이며,        는 부울 
곱이다.       이고      가 주
어진 경우를 보자. 의 결과로는 대수 몫 와 나머
지 가 산출된다. 이 때,  는 대수 제수가 된다. 

         

  와    가 주어진 경우, 

       로 표현될 수 있다. 이 
때,   는 부울 몫이며,   는 부울 제
수가 된다.

3. 공통 논리식 산출

3.1 커널 기반 공통식 산출

Brayton과 McMullen은 커널 집합을 이용해서  논리식
들에서 공통식을 산출하는 과정을 2단계로 제안하였다
[1]. 논리식들에서 커널들 산출이 첫 번째 단계이며,  커
널 교집합으로부터 공통식을 선별하는 과정이 두 번째 
단계다. 

예 4: 다음과 같이 논리식 F 0와 F 1이 주어졌다고 하
자.       ,     

   . 첫 번째 단계에서, F 0의 커널 집합 K(F 0)은 
         

  이며, F 1의 커널 집합은    
            . 두 번
째 단계에서, F 0와 F 1의 커널로부터 공통식을 찾는다. 

즉, (a+b) ∈ K(F 0)와 (a+b+ce) ∈ K(F 1)
의 교집합 a + b를 얻게 된다. 그러면, 간략화된 다음
의 논리식들이 산출된다.

  

   

 

3.2 커널/커널 쌍 기반 공통식 산출

커널-커널 쌍 기반 공통식 산출 방법은 커널-커널 쌍
을 찾는 과정과 커널-커널 쌍들 사이에 존재할 수 있는 
공통식을 찾는 과정으로 되어 있다.

3.2.1 커널/커널 쌍 산출

주어진 논리식 또는 논리회로의 각 출력별로 커널/커
널 쌍을 산출한다. 커널/커널 쌍들은 코커널/커널들로부
터 산출한다. 본 논문에서는 커널/커널 및 코커널/커널을 
표시할 때 괄호를 이용한다. C를 코커널들의 집합이라 
하고, K를 커널들의 집합이라 하자. 그리고, (c i,k i)와 

(c j,k j)를 각각 코커널/커널 쌍이라 하고, c i∈C , 

c j∈C , k i∈K , k j∈K이고 i≠j이라고 하자. 이 

때 c i∈k j이고 c j∈k i인 경우 (k i,k j)를 커널/커널 
쌍이라 한다.

예 5: 주어진 회로가 2개의 출력인 과 을 갖고 논
리식은 다음과 같다고 가정하자.

     ′′′′′′
     ′′′′
그러면, 에 대한 코커널/커널들은 다음과 같다.

코커널 커널
 ′′′′
′ 

′′ 

 ′′′

위의 코커널/커널 집합에서 두 개의 코커널/커널들  
′′′′ 과 ′′ 의 경우를 보자.  

′′′′ 를 첫 번째 코커널/커널이라 하고, 
′′ 를 두 번째 코커널/커널이라 하자. 그러면, 

첫 번째 코커널/커널에 속하는 커널 ′′′′는 
두 번째 코커널/커널에 속하는 코커널과 동일한 큐브 
′′를 포함한다. 또한 두 번째 코커널/커널에서 커널 
는 첫 번째 코커널/커널에 속하는 코커널 와 동
일한 큐브를 포함한다. 이러한 경우 첫 번째와 두 번째의 
코커널/커널들에서 커널들만을 추출하여 커널/커널을 산
출한다. 이 경우 ′′′′ 인 커널/커널
이 얻어진다. 마찬가지로, 두 개의 코커널/커널 ′
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와  ′ ′로부터 커널/커널 쌍 
′  ′이 산출된다. 단순식 에 대한 커널/커널 
쌍들을 정리하면 다음과 같다.

커널 커널
′′′′ 

 ′′′    

또한,  에 대한 코커널/커널들은 다음과 같다.

코커널 커널
 ′′
′ 

′    

′  

′  

 ′ ′ 
 ′  ′
   

에서 커널/커널 쌍들을 구한 것과 같은 방법으로 
에 대한 커널/커널 쌍들을 구하면 다음과 같다.

커널 커널
   ′ ′ 
  ′′ 

3.2.2 공통식 산출

산출된 커널들을 이용해서 공통식을 찾고 공통식을 나
타내는 새로운 변수를 도입한다. 다음 공통식을 포함하는 
논리식은 새로운 변수를 이용해서 논리식을 간략화한다. 
커널들에서 공통식 부분을 찾는 방법은 SIS(또는 MIS) 
에서 제시한 방법을 이용하였다. 이를 정리하면 다음과 
같다.   ,   ⋯를 커널이라 하고,   =, , 

⋯, 는 커널들의 집합이라 하자. 그러면, 커널 교집
합 는 다음과 같은 방법으로 산출된다. 커널 집합 
에 대응하는 새로운 식 를 만들고, 에서 
제수들을 찾으면 바로 이것들 커널의 교집합이 된다. 

를 만들 때, 커널들을 구성하는 큐브들을 새로운 
변수로 치환하고, 커널을 새로운 변수들의 곱으로 나타낸
다. 예로, 산출된 커널 중에 하나가 
 ′ ′   ′′ ,  ′ ′   라 하자. 

그러면,   ′ ,   ′ ,   ′′ ,   로 

각 큐브를 치환하면, 커널 은  , 커널 는 
가 되어    로 표현한다. 이
때, 에서 제수 를 찾을 때는 논
리식의 공리를 적용하지 않고 단지 대수식으로 가정하고 
제수들을 찾는다. 이 제수들이 바로 커널 교집합 이
다. 커널 교집합을 찾는 구체적인 예를 다음에 소개한다. 

예 6: 다음과 같이 커널 집합 가 산출되었을 때, 커
널 교집합 를 산출하자.

    

  ′′′′
  

  ′′
    

그러면, 커널을 구성하는 각 큐브에 새로운 변수를 배
당한다.

  ′
  ′
  ′′
  

  

  

  

그러면, 는 새로운 변수들을 이용해서  
     가 된다. 이 
에서 제수들의 집합 를 산출하면 
  =   가 된다. 그러면, 커널 
교집합 는 의 제수로 해석할 수 있다. 그래
서   =   ,    = ′′ ,  가 
된다. 

3.2.3 가중치 계산 

커널 교집합에 의해 다수 개의 공통식이 발견된 경우 
주어진 여러 논리식들에서 가장 많은 리터럴들을 줄일 
수 있는 공통식을 선택하는 것이 중요하다. 본 논문에서
는 공통식 선택을 위해 가중치 부여 방법을 사용하였다. 

공통식 에 대한 가중치를  로 나타내면, 식 
(1)과  같다. 이 식 (1)은 SIS에서 제시한 것과 동일하다. 

       (1)
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회로 입력 수 출력 수 SIS two-cube 제안방법
리터럴 수 시간(초) 리터럴 수 시간(초) 리터럴 수 시간(초)

b12 15 9 124 0.1 119 0.1 118 0.1

rd53 5 3 77 0.2 71 0.1 71 0.2

rd73 7 3 176 0.4 169 0.4 172 0.5

rd84 8 4 243 0.2 236 0.2 234 0.3

con1 7 2 23 0.1 23 0.1 23 0.1

z4ml 7 4 70 0.2 61 0.3 63 0.2

cmb 16 4 70 0.1 73 0.1 70 0.1

vg2 25 8 107 0.1 112 0.1 105 0.2

decod 5 16 64 0.1 51 0.1 54 0.2

misex1 8 7 80 0.1 80 0.1 80 0.2

alu4 14 8 1755 2.0 1557 1.8 1554 2.3

sao2 10 4 203 0.3 192 0.4 192 0.5

e64 65 65 254 0.1 254 0.1 254 0.2

apex6 135 99 904 0.1 902 0.1 901 0.3

C880 60 26 702 0.1 628 0.2 640 0.3

C1355 41 32 1032 0.1 989 0.3 990 0.3

C1908 33 25 1469 0.1 982 0.3 980 0.3

C2670 233 140 1995 0.2 1509 0.4 1511 0.3

C5315 178 123 4355 0.2 3268 0.5 3274 0.5

C6288 32 32 4800 0.1 4705 0.7 4702 0.5

C7552 207 108 5968 0.1 4510 0.8 4510 0.7

[표 1] 실험 결과
[Table 1] Experimental results

여기서,  는 공통식를 포함하는 논리식들의 
개수이고,  는 공통식  자체의 리터럴 개수다.

 

3.2.4 알고리즘 

알고리즘은 코커널/커널 쌍 추출과 코커널/커널 쌍으
로부터 커널/커널 쌍들을 찾는 과정부터 시작된다, 커널/
커널 쌍들을 구성하는 커널들 사이에 공통식들이 산출되
면, 가중치가 가장 큰 공통식을 선택하여 새로운 변수를 
부여한다. 다음, 선택된 공통식을 포함하는 주어진 논리
식들은 새로운 변수를 이용하여 논리식들을 간략화 한다. 
전체적인 알고리즘은 다음과 같다.

알고리즘 : 부울 공통식 추출
입력 : 단순식 형태의 다변수 출력 논리식
출력 : 공통식이 추출된 다변수 출력 논리식
방법 :
단계 1: 각 출력별로 코커널/커널 집합 CK을 산출;
단계 2: 커널/커널 집합 KK 산출;
단계 3: KK에 속하는 커널들의 집합 K에 대하여 제수

들의 집합 I(K)를 산출;

단계 4: 가장 가중치가 큰 2개의 와 를 선택하고 
각각에 새로운 변수 와 를 부여;

단계 5: 각 출력에서 와 를 포함하는 부분을  새로
운 변수 와 로 대치;

단계 6: 나머지 부분은 코커널/커널 쌍과 단일항 공통
식 추출에 의해 간략화;

 

예 7: 예 5의 2개의 주어진 논리식 와 에 대하여 
위 알고리즘을 적용한다. 예 5는 알고리즘의 단계 1-2의 
결과를 보인 것이다. 예 6은 단계 3의 결과를 보인 것이
다. 단계 4는 에 대한 커널/커널 쌍 ′ ′
 ′′  ,  ′ ′′와 출력 
에 대한 커널/커널 쌍   ′ ′ , 
 ′ ′ 로부터 커널들의 교집합 2개를 
산출한다. 그러면,   ′ ′ ,    를 얻
는다. 즉, 은 2개의 식 와 에 포함하고, 은 4개
의 리터럴로 구성되기 때문에  
  또한    이 산출되어, 

과 를 선택하고,   ′ ′ ,    

로 새로운 변수  , 를 도입한다. 단계 5에서 의 
′ ′에 해당 하는 부분은 으로,  에 해당 
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하는 부분은 로 대치하여,     ′′로 
같은 방법으로       로 표현한다. 

그러면 단계 5까지의 결과는 다음과 같게 된다.

    ′′
      

  ′ ′
   

단계 6에서는 더 이상의 논리식들 사이에 공통식이 없
기 때문에 결과의 변동이 없다. 따라서 최종적으로 15개
의 리터럴을 갖는 논리식을 산출하게 된다. 만일 
  ′ ′에 대하여 인수분해를 한 결과 
  ′  까지 고려하면 최종 결과는 14개의 리
터럴로 논리식을 간략화하게 된다. 

4. 실험 결과  

제시한 알고리즘은 Pentium IV 1.4GHz CPU PC의 
Linux 환경에서 실험하였다. 실험결과를 비교하기 위해
서 SIS1.2와 최근에 발표된 two-cube에 의한 공통식 산출 
방법들과 제안한 방법을 리터럴 수와 수행 시간을 대상
으로 비교하였다. SIS1.2에서는 공통식을 추출하기 위한 
명령 "gkx -b"를 먼저 수행하고, 다음 "gcx -b"를 수행한 
결과를 보인 것이다. 참고로, SIS1.2의 "gkx"는 다항 공통
식을 산출하여 최적화를 수행하는 명령이고, "gcx"는 단
항 공통식을 찾아 최적화를 수행하는 명령이다. 실험 결
과를 표 1에 정리하였다. 표 1의 첫 번째 열은 벤치마크 
회로[14]의 이름이고, 다음 2개의 열은 벤치마크 회로의 
입력 수와 출력 수를 나타낸 것이다. 다음 2개의 열은 
SIS1.2가 수행한 결과이고, 그 다음 2개의 열은 two-cube 
방식에 의한 결과를 보인 것이다. 마지막 2개의 열은 본 
논문에서 제안한 방법으로 수행한 결과를 보인 것이다. 
실험 결과를 보면 제안한 방법이 SIS1.2 보다 적은 수의 
리터럴을 갖는 논리식을 산출하였다. 이유는 SIS1.2는 코
커널/커널 쌍만으로 공통식을 산출하는데 반해, 제안한 
방법은 코커널/커널 쌍과 커널/커널 쌍까지 고려하였기 
때문이다. 따라서, 리터럴 수를 줄일 수는 있었지만 커널/
커널 쌍을 산출하는데 소요되는 수행 시간이 다소 늘어
났다. 또한, two-cube 방식과 비교했을 때 대부분의 벤치
마크 회로에서 리터럴 개수를 줄일 수 있었다. Two-cube 
방식에서는 공통식을 산출하는데 보수를 고려하였기 때
문에, 일부 회로에서 제안한 방법보다 리터럴 개수를 줄
일 수 있는 것으로 판단된다. 

5. 결론

본 논문에서 제시한 방법은 공통식을 산출하는데 부울 
공리를 적용한 공통식을 추출하여 대수 나눗셈에 의한 
공통식 산출 방법보다 리터럴 개수를 줄일 수 있었다. 제
안한 방법은 코커널과 커널만으로 공통식을 산출하는 대
수 나눗셈에 의한 SIS1.2의 기능에 커널/커널 쌍까지 포
함하도록 하였다. 또, two-cube 방식은 공통식이 2개의 
큐브로 구성된 경우만을 찾는데 비해, 제안한 방법은 3개 
이상의 큐브로 구성된 공통식까지 찾을 수 있도록 하였
다. 그 결과 SIS보다 모든 회로에서 제안한 방법은 리터
럴 개수를 줄일 수 있었다. 또한 2-큐브을 이용한 공통식 
산출 방법보다 대부분의 회로에서 리터럴 개수를 줄일 
수 있었다. 제안한 방법은 선험 방식에 의한 알고리즘으
로 실험에서 보인 것처럼 대체로 좋은 결과를 보이나, 항
상 우수한 결과를 보인다고 단정하기 어렵다. 따라서, 논
리합성을 수행할 경우는 타 방법들과 함께 사용하면서 
제안한 방법이 가장 우수한 결과를 산출하면 활용하는 
방식으로, 즉 여러 논리 합성 방법 중의 하나로 활용하는 
것이 좋을 것으로 생각된다.  
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