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공학적 응용을 위한 로렌츠 카오스 시스템의 전자회로 해석
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요  약  본 논문에서는 공학적 응용을 위한 로렌츠 카오스 시스템을 연산증폭기, 곱셈기 등을 이용하여 전자회로로 
설계하였다. 시간파형, 위상특성 등 여러 가지 카오스 동적특성 등을 PSPICE 모의실험을 통하여 파악하였다.

저항값의 변화를 통하여 카오스 특성을 얻기 위한 최적화 된 회로 파라미터를 구하였으며, 각 저항값의 변화에 따른 
시간파형 특성 및 위상 특성을 구하였다. 

Abstract  In this paper, chaotic circuit of the Lorentz system for engineering applications was implemented using 
resistor, multipliers, capacitors and operational amplifiers. The implemented Lorentz chaotic system was analysed 
by PSPICE program. PSPICE simulation results show many kind of chaotic phenomena such time waveforms 
and phase plots. Meanwhile, according to resistor’s variation, we got that Lorentz system show equilibrium state, 
periodic state and chaotic state. 
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1. 서론 

최근 카오스 현상에 대한 관심이 집중되면서 이에 대
한 많은 연구가 진행되고 있다[1]. 카오스 현상은 ‘어떤 
동적 시스템에서 외부 입력의 작은 섭동이 비선형적 되
먹임 과정을 통하여 예측 불가능한 무작위한 특성을 나
타내는 정상상태 응답’으로 정의 할 수 있다. 1975년 수
리생물학자 R. May가 생물의 개체 수 변동에 대한 수학
적 모델을 연구하는 과정에서 카오스 해를 발견한 것을 
계기로[2] 이러한 카오스 현상을 이해하기 위한 많은 노
력들이 지속적으로 경주되어 왔다[3]. 카오스 현상을 이
해 할 수 있는 대표적인 방정식으로 로렌츠 방정식과 추
아회로가 있다[4-6]. 추아회로는 저항, 커패시터, 인덕터 
및 비선형 저항 등으로 이루어지며, 대표적인 카오스 신
호 설계를 위한 하드웨어 형태이다[7].

로렌츠 방정식은 기상학에서 공기의 흐름들을 수학적

으로 모델링한 것으로서 3개의 미분 방정식 형태로 표현
된다[8]. 이러한 로렌츠 시스템은 카오스 현상을 이해하
는데 대표적으로 활용되고 있다. 최근 이러한 로렌츠 방
정식을 추아회로와 같이 하드웨어 설계를 위한 시도가 
있어 왔다. 그러나 아직까지 로렌츠 카오스 시스템의 하
드웨어 설계에 대한 연구는 미진한 편이다. 특히, 전자회
로 설계의 경우 연산증폭기를 이용한 부분적 연구 성과
가 몇 개 있을 뿐이다[9].

본 논문에서는, 종래의 연구결과를 토대로 하여, 연산
증폭기와 곱셈기를 이용하여 로렌츠 회로를 설계하고 이
에 대한 여러 가지 해석을 시도한다. 2장에서는 로렌츠 
방정식의 연산증폭기(Op-amp)를 이용해 하드웨어 설계
에 대하여 언급한다. 3장에서 로렌츠 회로에 대한 
PSPICE 해석을 실시하고 4장에서는 가변저항의 변화에 
대하여 로렌츠 회로의 특성 변화를 시간파형과 위상변화
를 통하여 살펴본다. 마지막으로 5장에서 결론을 맺는다.
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[그림 2] 로렌츠 시스템의 PSPICE 회로도면
[Fig. 2] PSPICE schematic of Lorentz system

2. Op-amp 기반 로렌츠 카오스 시스템

카오스 특성을 나타내는 로렌츠 방정식은 아래와 같은 
3차원 상 미분 방정식으로 표현된다[10].
















(1)

여기서 X, Y, Z는 계수이고  ,  , 는 매개변수이다.  
식 (1)은   XY, XZ의 곱의 항이 있는 비선형 시스템이다. 

윗 식을 통해서 적절한  ,  ,   조건하에서 X, Y, Z의 
3차원 카오스 신호 생성이 가능하다.  카오스 신호생성을 

위한 일반적인 매개 변수 값은 =10, =30, =
 이다. 

로렌츠 시스템의 전자회로 설계를 위하여 로렌츠 방정
식의 매개변수 규모화가 필요하다.

최종적으로 규모화 된 매개변수는 아래 식과 같다.

 


  


  


(2)

식에서 a는 선택되어야 할 규모 인자 파라미터이다.
식 (2)를 적용하여, 정리되는 로렌츠 시스템은 아래 식

과 같다.




 




 







 

(3)

실제 회로 설계를 위하여 a = 1/3 로 설정한다.
로렌츠 시스템의 하드웨어 설계를 위한 최종적인 상 

미분 방정식은 아래와 같다.  
                  




 




 







 

(4)

 
식 (4)를 연산증폭기와 각종 저항, 커패시터 및 곱셈기

를 이용하여 하드웨어를 설계하면 그림 1과 같다. 

[그림 1] Op-amp 기반 로렌츠 시스템
[Fig. 1] Op-amp based hardware implementation of lorentz 

equations
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3. 로렌츠 시스템의 PSPICE 회로해석

본 논문에서는 그림 1에 나타난 로렌츠 시스템에 대하
여  PSPICE를 사용하여 회로해석을 실시하였다. 그림 2
는 그림 1의 로렌츠 시스템의 PSPICE해석을 위한 회로
도이다. 2장에서 언급한 바와 같이 로렌츠 시스템은 
Op-amp, 저항, 곱셈기, 커패시터 등으로 이루어져 있으
며, 시간에 대한 X, Y, Z 지점의 출력 전압을 확인하였다.

로렌츠 시스템의 회로해석을 위한 전자 부품 리스트는 
아래의 표 1에 나타내었다.

[표 1] 로렌츠회로를 위한 부품리스트
[Table 1] Components list for Lorentz circuit

Part name  Value & model name

Resistor

R1=400㏀, R2=400㏀

R3=100 ㏀, R4=10㏀, R5=400㏀

R6=100 ㏀, R7=100㏀

R8,R9,R10=20㏀ 

Capacitor C1,C2,C3=1nF

Op-amp uA741

multiplier AD633

그림 3은 표 1의 조건 하에서 PSPICE 시뮬레이션을 
통하여 시간에 따른 전압의 파형을 본 것이다. X, Y, Z 
각 노드의 시간에 따른 전압파형을 나타내고 있으며 그
림과 같이 X, Y, Z 노드 모두 출력전압이 불규칙적으로 
발생하는 것을 확인 할 수 있다. 

[그림 3] 로렌츠 시스템에서 생성된 카오스 신호
[Fig. 3] Time waveform of the chaotic signals from the 

Lorentz system.

그림 4는 각 노드 전압들에 대한 위상 특성을 나타내
고 있다. 그림 4(a), (b), (c)는 PSPICE를 이용하여 X, Y, 
Z 노드의 불규칙한 출력전압 파형을 2차원적으로 나타내
었고, 그림 4(d)는 회로해석으로 구해진 X, Y, Z 노드 전
압에 대한 3차원 위상 특성이다. 그림에서 보다시피 카오
스 특성을 보이고 있다.

(a) (x, y) phase plot

(b) (x, z) phase plot

(c) (y, z) phase plot

(d) (x, y, z) phase plot

[그림 4] 생성된 카오스 신호의 위상 특성
[Fig. 4] Phase plots of the Lorentz system.    
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4. 저항 변화에 따른 로렌츠 시스템의 
카오스 특성 변화

본 논문에서는 카오스 시스템의 저항변화에 따른 특성
변화를 보고자 하였다. 노드 X와 Y 사이에 있는 저항 R3
를 가변시켜 카오스 특성변화를 관찰하고자 한다. 

그림 5는 R3가 100Ω일 때의 시간 파형을 본 것이다. 
X, Y, Z 노드의 시간에 따른 전압파형을 나타낸다. 이 경
우 그림과 같이 X, Y, Z 노드 모두 출력전압이 평형상태
로 발생하는 것을 확인 할 수 있다. 

[그림 5] R3 = 100 Ω일 때 시간파형 (평형상태)

[Fig. 5] Time waveform of the Lorentz system in 

condition of R3=100 Ω (equilibrium state)

그림 6은 R3가 10.4 ㏀일 때의 시간 파형과 위상 특성
을 본 것이다. X, Y, Z 노드의 시간에 따른 전압파형을 
나타내고 있다. 이 경우에는 그림과 같이 X, Y ,Z 노드 
모두 출력전압이 2주기, 3주기, 5주기 등 주기적 상태로 
발생하는 것을 확인 할 수 있다.

 

(a) x,y,z, time waveform

(b) (x-y) phase plot

(c) (x, y, z) phase plot

[그림 6] R3 = 10.4 ㏀일 때 위상특성 (주기상태)

[Fig. 6] Phase plots of the Lorentz system in condition of 

R3 = 10.4 ㏀ (periodic state)

그림 7는 R3가 40 ㏀일 때의 시간 파형을 본 것이다. 
이 경우, 그림에서 보듯이 새로운 카오스신호가 형성되는 
것을 알 수 있다. 그림 7(a)는 카오스 특성의 시간파형이
고, 그림 7(b)는 노트 X와 Y의 위상특성으로 카오스신호
를 보이고 있다. 그림 7(c)는 X, Y, Z 노드 전압의 3차원 
위상특성이다.

(a) (x, y, z) time waveform
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(b) (x, y) phase plot

(c) (x, y, z) phase plot
[그림 7] R3 = 40 ㏀일 때 위상특성(카오스상태)

[Fig. 7] Phase plots of the Lorentz system in condition of 

R3 = 40 ㏀ (chaotic state)

(a) (x, w) phase plot

(b) (x, y, w) phase plot
[그림 8] R3 = 40 ㏀일 때 가산기가 추가된 로렌츠시스템

의 위상특성
[Fig. 8] Phase plots of the Lorentz system with adder (R3 

= 40 ㏀)

한편, 그림 8은 그림 1에 보이듯이 X, Y, Z전압에 대
한 가산회로를 추가하여 카오스 특성을 보았다. 

그림 8은 X, Y, Z 전압 신호의 가산회로에 대한 출력 
결과로서 또 다른 카오스 특성을 보이고 있다.

5. 결론 

로렌츠 방정식으로 표현되는 카오스 시스템을 연산증
폭기(Op-amp), 저항, 커패시터 및 곱셈기를 이용하여, 가
산회로를 추가한 수정된 로렌츠 카오스 시스템을 설계하
였다. 설계한 로렌츠 카오스 시스템에 대하여 PSPICE 시
뮬레이터를 사용하여 시간파형, 위상특성 등 여러 가지 
카오스 특성을 분석하였다. 또한 저항 값의 변화를 통하
여 카오스 특성을 얻기 위한 최적화 된 회로 파라미터를 
구하였으며, 각 저항 값의 변화에 따른 시간파형 특성 및 
위상 특성을 분석하였다. 본 연구에서 해석된 카오스 연
구는 향후, 로렌츠 시스템의 하드웨어 설계 및 이를 이용
한 각종 응용연구에 유용하게 사용될 것으로 사료된다.
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