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비국소 탄성 이론을 이용한 나노-스케일 판의 강제진동응답 
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요  약  미세 규모 효과를 고려한 비국소 연속체 이론을 이용한 고차전단변형 나노-스케일 판의 동적응답에 대하여 
연구하였다. Eringen의 비국소 연속체 이론은 미소 규모 효과를 고려할 수 있고 고차전단변형이론은 나노 판의 두께
방향으로의 전단변형률과 전단응력의 곡선변화 효과를 고려할 수 있다. 비국소 탄성 이론과 고차전단변형이론이 나노
-스케일 판의 동적응답에 미치는 비국소 이론의 효과를 제시하였다. 국소 탄성이론과의 관계를 수치해석 결과를 통하
여 고찰하였다. 또한 비국소 계수 변화, 형상비, 폭-두께비, 나노-스케일 판의 크기 그리고 하중재하 시간간격 등이 나
노-스케일 판의 동적응답 미치는 효과에 대하여 관찰하고 분석하였다. 비국소 변수의 증가는 나노-스케일 판의 주기
와 진폭을 증가시켰다. 본 연구의 결과를 검증하기 위해 참고문헌의 결과들과 비교 분석하였다. 본 연구에서 제시한 
이론적 발전과 수치결과들은 나노-스케일 구조물의 동적해석에 적용하는 비국소 이론들을 위한 참고자료로 활용될 수 
있을 것이다. 

Abstract  This article presents the dynamic response of nano-scale plates using the nonlocal continuum theory 
and higher-order shear deformation theory. The nonlocal elasticity of Eringen has ability to capture the small 
scale effects and the higher-order shear deformation theory has ability to capture the quadratic variation of shear 
strain and consequently shear stress through the plate thickness. The solutions of transient dynamic analysis of 
nano-scale plate are presented using these theories to illustrate the effect of nonlocal theory on dynamic 
response of the nano-scale plates. The relations between nonlocal and local theories are discussed by numerical 
results. Also, the effects of  nonlocal parameters, aspect ratio, side-to-thickness ratio, size of nano-scale plate 
and time step on dynamic response are investigated and discussed. The amplitude and cycle increase when 
nonlocal parameter increase. In order to validate the present solutions, the reference solutions are used and 
discussed. The theoretical development as well as numerical solutions presented herein should serve as reference 
for nonlocal theories as applied to the transient dynamic analysis of nano-scale structures. 

Key Words : Dynamic response; Nonlocal elasticity theory; Higher-order shear deformation theory; Side-to-thickness 
ratio; Nano-scale plates.
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1. 서 론

나노 보, 나노 링, 나노 판, 나노 시트, 나노 쉘 등을 

나노구조물이라고 한다. 미소 스케일 구조들은 전통적인 
구조 재료들에 비해 획기적인 역학적, 전기학적, 전자학
적 그리고 열 특성들을 가지고 있다. 따라서 나노구조들
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의 새로운 응용을 짐작할 수 있다. 이러한 응용분야에는 
항공공학, 생명공학, 미세전자공학 등의 분야가 있다. 응
용분야에서 나노구조물들의 정확한 역학적, 물리학적 특
성에 대한 이해와 성능과 신뢰도에 미치는 영항에 대한 
이해가 반드시 필요하다. 특히 소재기술 분야의 복합재료
의 물성향상, 소자기술 분야의 나노기능소자 구조개선, 
환경/생명분야의 생체기능소자 개발 등의 분야는 역학적
으로 매우 중요한 분야라고 할 수 있다.   

나노구조물의 해석분야에서 미소 규모 효과 및 원자간 
힘들의 고려가 반드시 필요하다. 미소 규모 효과를 고려
하기 위해 연속체 역학의 개념이 방대한 시스템의 해석
에 적용되었다. 이러한 연속체 역학 이론 중에 미소 규모 
효과를 포함하며 잘 알려진 방법 중의 하나가 
Eringen[1-2]의 비국소 탄성 이론이다. 기존의 고전적 연
속체 역학 이론들과 비교하여 Eringen[1-2]의 비국소 탄
성 이론은 수많은 방정식을 풀지 않고 나노 구조물의 거
동을 정확하게 예측할 수 있다. Eringen[3]의 비국소 탄성 
이론은 한 점의 응력이 연속체에서 모든 이웃점들의 변
형률장의 함수로 고려된다. 원자간 힘들과 원자의 길이가 
직접적으로 적합조건식에 재료적 특성으로 대입된다. 그
러므로 앞으로 비국소 연속체 역학 개념이 나노구조물의 
해석에 유용한 역할을 할 것으로 판단된다. 

나노구조물의 역학적 연구가 Pradhan과 Murmu [4], 
Babaei와 Shahidi[5] 그리고 Narendar 등[6] 등에 의해 수
행되었다. 이러한 연구들은 고전적 판 이론 혹은 1차 전
단변형 이론을 적용하였다. 이원홍 등[7]은 점진기능재료
(FGM)의 처짐에 관하여 1차원 전단변형을 고려한 해석
적 결과를 제시하였다. 2차원 나노 판의 정확한 응력장을 
해석하기 위하여 고차전단변형이론(Reddy와 Khdeir, [8])
의 적용이 필요하다. 전단변형률과 전단응력은 판의 두께
방향을 따라 곡선 분포 하는 것으로 표현하고 판의 상면
과 하면에서 0으로 적용한 고차전단변형이론은 전단보정
계수가 필요하지 않게 되었다. 고차전단변형이론에 의한 
결과는 3차원 탄성해석에 수렴된 결과를 나타낸다.  따라
서 미소 규모 효과를 포함하는 나노-스케일 판의 엄밀 해
석을 위해 고차전단변형이론의 적용이 필요하다. 

나노-스케일 판을 포함한 모든 구조물은 사용하중 상
태에서 동적하중을 받게 된다. 그러므로 구조물의 동적응
답을 평가하는 것은 반드시 필요하다고 할 수 있다. 그러
나 동적하중을 고려한 나노-스케일 판의 동적응답에 대
한 연구는 전무한 실정이다. 적층복합판의 강제진동해석
은 Reddy[9]에 의해 수행되었고 Lee와 Han[10]은 적층복
합쉘의 자유 및 강제진동해석을 수행하였다.

본 연구에서는 비국소 탄성 이론을 이용하여 고차전단
변형이 고려된 나노-스케일 판의 동적응답에 관한 연구

를 수행하고자 한다. 

2. 비국소 탄성 이론

2.1 비국소 탄성 이론

탄성 연속체의 한 점 x에서의 응력장은 그 점에서의 
변형률 장에만 관련 있는 것이 아니고 연속체의 다른 모
든 점들에 관련 있는 것이다(Eringen, [3]). Eringen[3]은 
식(1)과 같은 비국소 응력 텐서를 제안하였다.  

 

     , (1)

여기서  는 고전적 응력텐서의 성분이고 커넬 함수 
는 비국소 탄성계수를 나타내며, 는 
유클리디안 놈으로 거리가 되고 는 재료 상수이다. 일반
적인 후크의 법칙에서 응력 는 식(2)와 같다.  

     or  , (2)

여기서 는 4차 탄성 텐서이다. 
비국소 탄성 이론에서 운동방정식은 비국소 균형 법칙

으로부터 식(3)과 같이 나타낼 수 있다. 

   
 , (3) 

여기서  는   으로 표현되고    그리고   는 
체적력, 밀도 그리고 변위 벡터를 의미한다. 식(1)을 식
(3)에 대입하면 적분형태의 비국소 적합 조건식을 얻을 
수 있다. 하지만 적분 형태의 방정식은 미분 방정식에 비
해 해를 구하기 어렵다. Eringen[3]은 비국소 적합 조건식
을 식(4)와 같이 미분 형태로 제안하였다. 

 ℒ 
 , (4)

여기서 선형 미분 연산자 ℒ은 식(5)로 정의된다. 

ℒ∇,  
  , (5)

여기서 는 비국소 변수, 는 실험으로 정해지는 무차
원 재료 상수이고 는 내적 특성 길이이다.
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식(5)의 연산자를 식(1)에 적용하면 적합 조건식이 식
(6)과 같이 간단해진다. 

ℒ . (6) 

식(6)은 적분 관계식인 식(1)에 비해 선형 탄성 문제들
의 적용에서 더 간단하고 편리하다. 

2.2 비국소 탄성 판 

식(2)와 식(6)을 이용하여 응력 관계식은 비국소 이론
을 위한 변형률 항들로 재정리할 수 있다. 평면응력 가정
에 기초한 판 이론에서   이 되고 2차원 문제로 해
석된다.     좌표계에서 -면은 판의 중립면이다. 
따라서 평면응력 상태에서의 응력-변형률 관계식은 식(7)
과 같다. 

 
   , (7) 

여기서      이다. 

그리고 수직 전단응력-변형률 관계는 식(8)과 같다. 

 
   , (8) 

여기서     그리고  는    로 표현된다. 
국소 이론과 비국소 이론에서 면내력들의 관계는 식

(6)을 판의 두께방향으로 적분하여 식(9)와 같이 얻을 수 
있다. 

ℒ 
 , ℒ 

 , ℒ 
 ,   

(9) 
여기서 










 


 


  
















  




















  (10)

  


  
  



    (11) 

윗첨자 은 국소 3차 전단변형 이론을 나타내고   판
의 두께이다. 비국소 이론에서 판의 평형방정식은 식(3)
을 두께방향으로 적분하여 식(12)와 같이 나타낼 수 있다. 

  




   , (12) 

여기서  




   이다. 식(3)에 를 곱하고 두께

방향으로 적분하고 부분적분법을 사용하면 식(13)을 얻
을 수 있다.  

 




   . (13) 

비슷한 방법으로 식(3)에 의 고차항을 곱하고 적분하
면 고차 면내력에 관한 식(14)를 얻을 수 있다. 

  





 . (14) 

일반적으로 식(5)의 미분 연산자 ∇는 3차원 라플라
스 연산자이다. 2차원 문제를 해석하기 위해 라플라스 연
산자 ∇는 2차원으로 감차할 수 있다. 2차원 선형 미분 
연산자 ℒ는 식(15)와 같다. 

ℒ 



  . (15) 

미분 연산자 ℒ는 방향에 대해 독립적이다. 

2.3 비국소 3차원 전단변형 이론 

3차 전단변형 이론은 1차 전단변형 이론에서 판의 두
께전체에서 상수로 가정된 전단변형률과 전단응력을 상
수가 아닌 일반적인 곡선분포로 가정하여 확장한 것이다 
(Reddy, [8]). 판의 3차 전단변형 이론에서 변위장은 식
(16)와 같다. 

 
  

   ,  
, (16) 

여기서 는 중립면( )의 한 점에서의 면내 변위들
이고,  

, 는 판의 중립면에서 수직방향 변위
이다. 그리고 는 중립면에서 전단변형각이다.  

3차원 전단변형 이론을 고려한 변위장을 식(12)-(14)
에 대입하면 식(17)-(19)와 같다. 

     
 , (17)

        , (18) 
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        . (19) 

이때   일 때의 식(17)과 식(18)은 비국소 3차원 전
단변형 이론의 굽힘 응답을 위한 평형방정식을 유도하기 
위해 식(19)와 조합할 수 있다. 

 

        

 
           (20)

   

              

(21)

여기서  




       ,  

이다. 

2.4 비국소 탄성 평형방정식 

Hamilton[9]의 가상변위의 원리에서 3차원 비국소 판 
이론에 의한 동적 평형방정식을 식(22)와 같이 구할 수 
있다. 

 




  . (22) 

식(22)에 비국소 면내력을 대입하고 부분적분하면식
(23)-(27)과 같은 동적 평형방정식을 얻을 수 있다. 

   
ℒ   , (23)

   
ℒ   , (24)

        

    ℒ   

             
  , (25)

        

 ℒ      

       ,             (26)

        

 ℒ       

          . (27)

2.5 Navier 해법 

나노 판의 처짐에서 미소 규모 효과를 연구하기 위해 
비국소 3차원 전단변형이론을 이용한 단순지지 판의 휨 
해석 결과를 제시하였다. 4변이 단순지지된 경우에 
Navier방법으로 해석결과를 구할 수 있다. Navier해법에
서 판의 중립면에서의 변위는 이중 푸리에 급수로 식(28)
과 같이 표현할 수 있다.

 


  



∞




∞

,  
  



∞




∞

,

  


∞




∞

,    


∞




∞

,

  


∞




∞

,    


∞




∞

, (28)

여기서   ⋅
 ,

   ⋅
,   ⋅

 

그리고  ,  , 은 고유진동수이다. 

사인하중의 적용을 위해   을 적용하였다.

2.5 강제진동 해석

나노-스케일 판의 강제진동해석을 위하여 식(23)-(27)
에 식(28)을 대입하고 행렬형태로 정리하면 동적 평형방
정식 식(29)를 구할 수 있다. 

    . (29)

여기서      , 는 
하중벡터,  는 강성행렬 그리고 은 질량행렬이
다. 식(29)의 해석을 위하여 Newmark-  방법을 사용하
였고 감쇄효과는 무시하였다.

3. 해석 결과 

3.1 해석결과 검증   

본 해석 기법의 성능을 검증하기 위하여 적층복합판의 
해석결과를 참고문헌[9]의 결과와 비교하였다. 적층복합판
의 재료 및 기하학적 성질은 식(30) 그리고 Fig. 1과 같다.

       ×⋅,
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     ×
   ,

           

  
. (30)

나노-스케일 판의 중앙점 처짐을 무차원화 하여 나타
내었다. 처짐의 무차원 값은 식(31)을 사용하여 나타내었
다. 

×






× (31)

 



 



 

[Fig. 1] Geometry of nano-scale plate 

참고문헌[9]의 결과와 비교하기 위하여 1차 전단변형
(FSDT)을 고려한 결과도 제시하였다. Table 1에서 알 수 있
듯이 본 연구에서 유도된 정식은 이중 퓨리에 급수를 이용한 
해석적인 방법이므로 Reddy[9]의 CFS(Closed Form 
Solutions) 결과와 정확하게 일치하였다. Reddy[9]는 고차
전단변형을 고려한 결과를 제시하지 않았기 때문에 본 연구
에서 제시한 결과와 직접 비교는 불가능하였다. 따라서 본 
연구의 결과가 향후 연구자들의 결과분석을 위한 기초자료
가 될 수 있을 것으로 판단된다.

일반적으로 고차전단변형을 고려한 경우의 처짐이 1차 
전단변형을 고려한 경우의 처짐보다 크게 나타난다. 하지만 
Table 1에서 고차전단변형을 고려한 경우의 처짐이 더 작게 
나타난 것은 2층으로 적층된 역대칭 구조에서 원인을 찾을 
수 있다. 역대칭 구조의 경우 적층판의 수가 6개 이상으로 증
가하게 되면 휨-신장 복합거동에 의한 효과가 거의 없어지
게 된다. 그러나 위 예제의 경우처럼 2층(0/90)으로 적층된 
적층복합판의 경우에는 휨-신장 복합효과가 존재하여 고차
전단변형을 고려한 경우에 더 작은 처짐이 발생한다.

[Table 1] Dynamic response of laminated composite 

plate(0/90) under suddenly applied sinusoidal 

load   

Time

( )

Reddy

FSDT[9]

본 연구
FSDT

본 연구
HSDT

10 0.0514 0.0514 0.0513

20 0.2486 0.2486 0.2482

40 1.0152 1.0152 1.0082

60 2.0523 2.0523 2.0208

80 2.9782 2.9782 2.8950

100 3.4784 3.4784 3.3169

120 3.3620 3.3620 3.1179

140 2.6836 2.6836 2.3823

160 1.6705 1.6705 1.3758

180 0.6952 0.6952 0.4813

200 0.0902 0.0902 0.0264

Fig. 2에서는 적층복합판의 두께변화와 시간의 흐름에 
따른 동적응답을 비교하였다. 고차전단변형을 고려한 본 연
구의 결과와 1차 전단변형을 고려한 Reddy[9]의 결과를 비
교하였다. 

[Fig. 2] Dynamic response of laminated composite 

plate(0/90) under suddenly applied sinusoidal 

load    

적층복합판의 폭-두께비가 증가할수록 고차전단변형에 
의한 결과와 1차 전단변형에 의한 결과의 차이가 줄어들어 
두 해석에 의한 동적응답은 매우 유사한 결과를 나타내었
다. 이러한 현상은 폭-두께비가 증가하면 전단변형에 의한 
효과가 작아지고 순수 휨을 받는 얇은 판의 형태에 가까워지
기 때문으로 판단된다.
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3.2 나노-스케일 판의 동적응답

나노-스케일 판의 동적응답을 분석하기 위하여 재료특
성은 Table 2로 가정하였다.

[Table 2] Material and Geometry properties of isotropic 

nano-scale plate

     

× 0.3  × 

나노 스케일 판에서 비국소 변수의 범위는 Wang과 
Wang[11]에 제시된 범위를 사용하였다. Wang과 Wang[11]

은 탄소 나노 튜브에서 식(5)의  가 2nm보다 작은 범위
에 있어야 한다고 제시 하였다. 따라서 본 연구에서 사용하
는 비국소 변수의 범위는 0에서 4로 가정하였다. 

나노구조물에 가해지는 스텝 하중은 식(32)와 같이 표
현된다.

    (32)

여기서, 는 식(33)과 같다.

   ≤  (33)

비국소 변수의 변화에 따른 스텝 하중을 받는 나노-스
케일 판의 동적응답을 Fig. 3에 나타내었다. 하중재하 시
간간격은  로 가정하였고 나노-스케일 판의 크
기는 양변 모두 10으로 가정하였다.

[Fig. 3] Dynamic response of nano-scale plate under 

suddenly applied step load   

비국소 변수는 0에서부터 4까지 변화시키면서 나노-
스케일 판의 동적응답을 나타내었고 하중재하 시간은 
1000까지 해석 하였다. 비국소 변수가 증가할수록 동
적응답의 진폭과 주기가 커지는 것을 알 수 있었다. Fig. 
3에서 비국소 탄성이론에 의한 나노-스케일 판의 강성은 
국소 탄성이론에 비해 작아지고 이로 인해 큰 진폭과 주
기를 가짐을 알 수 있었다.

Fig. 4에는 나노-스케일 판의 크기 변화에 따른 동적응
답을 나타내었다. 비국소 변수는 1로 가정하였다. 판의 
크기는 5에서부터 20까지 변화시켰다. 나노-스케일 판의 
크기가 커질수록 동적응답의 진폭과 주기가 작아짐을 알 
수 있었다.

나노-스케일 판의 형상비 변화에 따른 동적응답을 Fig. 
5에 나타내었다. 비국소 변수는 1로 가정하였다. 형상비
는 0.5, 0.75, 1.0인 경우에 대하여 나타내었다. 형상비가 
작아질수록 동적응답의 진폭과 주기가 작아졌다. 형상비
가 1에서 0.75로 변할 때 최대 처짐은 45% 감소하였고 
형상비가 0.75에서 0.5로 변할 때 64%가 감소하였다. 

[Fig. 4] Dynamic response of nano-scale plate under 

suddenly applied step load with variable size 

  
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[Fig. 5] Dynamic response of nano-scale plate under 

suddenly applied step load with variable aspect 

ratio   

Fig. 6에는 비국소 변수가 1일 때 나노-스케일 판의 폭
-두께비 변화에 따른 동적응답을 나타내었다. 

[Fig. 5] Dynamic response of nano-scale plate under 

suddenly applied step load with variable 

side-to-thickness ratio   

일반적으로 등방성 판이나 적층복합판의 경우에 폭-두
께비가 20이상이면 전단변형에 의한 효과는 매우 작아지
게 된다. 마찬가지로 나노-스케일 판의 경우에도 폭-두께
비가 20이상인 경우에 최대 처짐의 차이가 거의 없음을 

Fig. 6에서 알 수 있다. 동적응답의 진폭 차이는 거의 없
었지만 주기는 폭-두께비가 감소할수록 증가하였다. 특히 
폭-두께비가 50인 경우의 주기는 폭-두께비가 100인 경
우의 2배가 되는 것을 알 수 있다. 이러한 현상은 나노-스
케일 판의 두께가 2배로 증가하였기 때문으로 판단된다.

하중재하 시간간격의 변화에 따른 나노-스케일 판의 
동적응답을 Fig. 7에 나타내었다. 비국소 변수가 1이고 
폭-두께비(  )일 때의 동적응답을 나타내었다. 
하중재하 시간간격은 3가지 경우(     )
를 고려하였다. 

[Fig. 7] Dynamic response of nano-scale plate under 

suddenly applied step load with three different 

time steps        

하중재하 시간간격의 증가는 진폭을 감소시켰고 주기
는 증가시켰다. 하중재하 시간간격이   이하인 
경우에서는 진폭과 주기의 차이가 발생하지 않았다. 

 인 경우와  인 경우의 최대처짐이 
약 3% 정도의 차이를 보였다. 정확한 동적응답을 얻기 
위해서는 하중재하 시간간격의 적절한 선택이 필요할 것
으로 판단된다. 

4. 결  론

Eringen의 비국소 탄성 이론을 이용하여 나노-스케일 
판의 동적응답을 연구하였다. 고차전단변형이론을 적용
하여 나노-스케일 판의 두께방향으로의 곡선 분포된 전
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단변형률 및 전단응력을 고려하였다. 비국소 탄성이론을 
적용한 나노-스케일 판의 동적 최대응답은 국소 탄성이
론을 적용한 경우보다 항상 큰 값을 나타내었으며 몇 가
지 결론을 도출할 수 있었다.

(1) 비국소 변수가 증가할수록 동적응답의 진폭과 주
기가 커지며 비국소 탄성이론에 의한 나노-스케일 
판의 강성은 국소 탄성이론에 비해 작아지고 이로 
인해 큰 진폭과 주기를 가진다고 판단된다.

(2) 나노-스케일 판의 크기는 동적응답의 진폭과 주기
에 반비례하였으며 형상비가 1에서 0.75로 변할 
때 최대 처짐은 45% 감소하였고 형상비가 0.75에
서 0.5로 변할 때 64%가 감소하였다. 

(3) 나노-스케일 판의 경우에도 폭-두께비가 20이상인 
경우에 전단변형 효과의 감소로 인해 최대 처짐의 
차이가 거의 없음을 알 수 있었고 동적응답의 진
폭 차이는 거의 없었지만 주기는 폭-두께비가 감
소할수록 증가하였다. 

(4) 하중재하 시간간격이 증가되면 진폭이 감소되고 
주기가 증가된다. 정확한 동적응답을 위해 하중재
하 시간간격의 적절한 선택이 필요하다.

기존의 연구 자료가 매우 부족한 나노-스케일 판의 동
적응답에서 비국소 연속체 개념이 정확한 해석 자료를 
제공하는 유용한 수단이 될 수 있으며 이러한 자료들은 
향후 나노-스케일 판의 동적응답을 연구하는 연구자들을 
위한 참고자료가 될 수 있을 것으로 판단된다.
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