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배타 논리합 원리를 이용한 다출력 논리회로 간략화
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1한서대학교 컴퓨터공학과 

Multioutput Logic Simplication Using an Exclusive-OR Logic 
Synthesis Principle 

Oh-Hyeong Kwon1*
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요  약  다출력 논리식에서 공통식을 추출하는 것은 매우 중요한 기술이다. 본 논문에서는 배타 논리합 식 산출 원리를 이용

해서 공통식을 추출하는 새로운 방법을 제안하였다. 산출된 논리식은 AND, OR, NOT 연산자만을 이용해서 전체 논리식을 

표현하도록 고안하였다. 공통식 산출의 수행 시간과 리터럴 개수를 줄이기 위해서 선험 방법을 제안하였다. 실험 결과 제안한 

방법이 기존의 방법들보다 리터럴 개수를 줄일 수 있음을 보였다. 

  
Abstract  An extraction technique for a common logic expression is an extremely important part of multiple-output
logic synthesis. This paper presents a new Boolean extraction technique using an exclusive-OR logic synthesis 
principle. The logic circuits produced only have AND, OR and NOT gates. Heuristic methods can also be applied
to reduce the execution time and the number of literals. The experimental results showed improvements in the literal 
counts over the previous methods.
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1. 서론

여러 개의 출력단을 갖는 논리회로에는 동일한 회로

가 반복 사용되는 경우가 종종 있다. 논리회로 최적화 방

법 중의 하나가 반복 사용된 회로를 공유하도록 하여 전

체 논리회로를 최적화하는 것이다.  이러한 최적화 방법

을 공통식 추출 방법(extraction) 이라 한다. 공통식 추출 

방법에 사용된 많은 방법들이 논리회로를 논리식으로 나

타내고, 여러 논리식을 동시에 나누는 제수(divisor)를 찾

는 것이다. 동시에 나누는 제수가 있는 경우, 제수에 해당

하는 부분을 변수로 치환하여 전체 논리식들을 최적화한

다.  

나눗셈에 의한 기존의 공통식 산출 방법들을 정리하

면 다음과 같다. Brayton 등은 커널(kernel) 개념을 도입

하여 다항 큐브 제수를 찾는 방법과 커널 교집합을 적용

하여 공통식을 찾는 방법을 제안하였다[1-3]. Rajski와 

Vasudevamurthy는 단항 큐브와 보수(complement)를 함

께 고려하여 공통식을 찾는 방법을 제안하였다[4]. Wu와 

Zhu는 이진 결정 그래프 (Binary Decision Diagram, 

BDD)를 이용한 논리식 간략화 방법을 제안하였다[5]. 

Kwon은 커널-커널 쌍을 이용한 방법, 2-큐브 몫 행렬을 

이용한 방법 및 서포트 변수를 추가해서  공통식을 산출

하는  방법을 제시하였다[6-8]. 최근에는 양자컴퓨터의 

기반이 되는 리버서블로직(reversible logic)을 이용한 회

로설계자동화 연구가 진행되고 있다[9]. 이러한 방법들 

모두 선험 방식(heuristic method)에 의한 기법으로 여전

히 간략화를 하지 못하는 문제점을 갖고 있다. 따라서, 본 

논문에서는 기존의 나눗셈에 의한 공통식 산출이 아니라, 

각 출력단의 논리식을 변형하고, 변형된 후의 논리식에

서 공통식이 있는지 찾는 방법을 제시하였다.   
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2. 다출력 논리식에서 공통식 산출

본 장에서는 제안하는 방법을 기술하는데 필요한 용

어 정의를 제시한 후, 본 논문에서 제안하는 방법에 대하

여 기술한다. 다음 정의들은 [1-3]에서 기술한 내용을 옮

긴 것이다.  

정의 1: 변수(variable)는 부울 공간(Boolean space)에서 

한 좌표를 나타내는 문자다. 리터럴(literal)은 변수 그 자

체 또는 그의 보수(complement)다. 큐브(cube)는 리터럴

들의 집합으로 만일 리터럴 가 존재하면, 그의 보수 리

터럴 ′을 포함하지 않는다. 단순식(expression 또는 
sum-of-products(SOP) form)은 큐브들의 집합이다. 

예 1: 문자 는 변수다. 와 ′은 리터럴이다. 리터럴 집
합는 큐브, 그러나  ′은 큐브가 아니다. 
 ′  는 단순식이다.

본 논문에서는 큐브와 단순식을 표현하는 경우 집합 

표기와 보편적으로 사용되는 수식 표기를 모두 사용한다. 

따라서 큐브 는 와 동일한 표현이며, 단순식

 ′  는 ′와 동일한 표현이다.

정의 2: 서포트(support)는 단순식F에 사용된 모든 변

수들이다. 이 때, 단순식 F의 서포트 변수 집합을 

sup(F)로 표기하면,   

 큐브∈에대하여 ∈ 또는′∈  . 

지금부터 서포트 변수를 간략히 서포트라 부른다. 

예 2: 단순식  ′의 서포트는   = 
{ a, b, c  }이다. 

정의 3: 단순식을 구성하는 모든 큐브들에 대하여, 공통

으로 쓰인 리터럴이 없다면 그 단순식은 큐브면제

(cube-free) 되었다고 한다. 단순식이 어떤 큐브로부터 

나누어졌을 때 몫이 큐브면제라면, 그 몫을 커널(kernel)

이라 한다. 이 때 커널을 산출한 큐브를 코커널

(co-kernel)이라 한다.

예 3: 단순식 ab+c는 큐브면제, 그러나 ab+ac와 

abc는 큐브면제가 아니다. 단순식 

F=abfg+ a'cdef+ cdfg  에 대하여, F의 커널과 

코커널의 예를 보이기 위해서 주어진 논리식을 다음과 

같이 표현하자. 즉, F= abfg+cdf(a'e+g)로 표현

된 경우, a'e+ g는 커널이 되며, 이 때 코커널은 cdf

이다. 

정의 4: 배타 논리합 식(Exclusive sum-of-products 

(ESOP) form)은 논리곱 항들을 배타 논리합 연산자(이

하 XOR로 표기)로 표현한 식이다.  본 논문에서 논리식

을 표현할 때, 배타 논리합 연산자에 대한 기호로는 ⊕를 

사용한다. 

예 4: F=ab⊕cd  은 논리곱 항 와 를 XOR 연

산자로 표현한 배타 논리합 식이다.

 

2.1 배타 논리합 적용 논리식 산출

카르노 맵을 이용해서 배타 논리합 식을 산출하기 위

해서는 논리값이 1인 부분은 홀수번 묶음에 속하고, 논리

값이 0인 부분은 짝수번 묶음에 속하도록 묶음을 찾아 논

리곱 항을 산출하고, 이 논리곱 항들을 XOR 연산자를 이

용해서 표현하면 된다. 이 때, 배타 논리합 식은 다수 개

가 산출될 수 있으나, 일반적으로 단순식에 비해 적은 수

의 리터럴을 갖는 논리식이 산출될 수 있다. 

예 5: Fig. 1과 같이 3개의 입력 ,  , 와 출력 에 대

한 카르노 맵이 주어졌다고 가정하자. Fig. 1의 위와 아래

는 카르노 맵에서 서로 다른 배타 논리합 식이 산출되는 

예를 보인 것이다. Fig. 1의 묶음 ①과 묶음 ②에 의해서 

논리값 1에 해당하는 부분은 홀수번인 한 번씩 묶음에 속

하고, 논리값 0에 해당하는 부분은 묶음에 속하지 않는 

부분과  두 번의 묶음에 속하게 되어 모두 짝수번 묶음에 

속하게 된다. 따라서 전체 논리식은 묶음 ①과 ②에 각각 

대응되는 와 에 XOR 연산자를 적용하여   ⊕

가 된다. 마찬가지로 Fig. 1의 아래 카르노 맵에서 보인 

바와 같이 묶음 ③, ④가 산출되어 배타 논리합 식 

  ′⊕′이 산출될 수 있다. 
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[Fig. 1] Covers for ESOP Expressions

2.2 다출력 논리회로 간략화

이전 절에서 언급한 바와 같이 배타 논리합 식의 경우 

단순식에 비해 리터럴의 개수를 줄일 수 있는 장점이 있

지만, XOR 게이트를 논리회로에 사용해야 점과 다수 개

의 배타 논리합 식이 산출될 수 있다는 단점이 있다. 본 

논문에서는 논리회로에 XOR 게이트를 사용하지 않고, 

단지 AND, OR, NOT 게이트만으로 구성된 논리회로를 

산출하는 것을 목표로 하며, 제안하는  방법은 다음과 같다. 

배타 논리합 식에서 얻어진 논리곱 항들은 그대로 이

용하고, XOR 연산자 대신 OR 연산자를 사용한다. 그러

면 논리곱 항은 논리값 0 부분을 포함하게 되어, 이에 대

한 보정이 필요하다. 이 때, 이 보정 부분에 해당하는 논

리회로 또는 논리식이 다른 출력 부분에서 중복 사용되

는 경우, 중복 사용을 피하고 단 한 번만 사용하게 되면 

전체 논리회로 또는 논리식이 간략화 될 수 있다. 이점이 

본 논문의 핵심이며, 이를 다시 원리 1과  2로 표현하였

다. 즉, 원리1과 원리2를 주어진 다출력 논리회로 또는 논

리식에 적용하면 전체 논리식에 사용된 리터럴 개수를 

줄일 수 있다. 

 

원리1: AND와 XOR 연산자를 이용한 배타 논리합 식이 

(식1)과 같을 때, AND와 OR 연산자만을 이용한 논리식

은 (식2)로 표현 가능하다. 이 때,     ′을 본 
논문에서는 보정식이라 부른다.

       ⊕                        (식1)

    =
  

 
 

 
′       (식2)

그리고,

         ∅
 

 
    


 



여기서, ≤≤ , ≤≤ , ≤≤ .

원리2: 원리1의 (식2)가 어떤 출력, 예로 에서 산출된 

식이고, (식2)의   가 또 다른 출력 의 원소, 즉 

 
 ∈ ,(≠  )가 된다면, (식2)는 (식3)과 같이 

표현된다. (식3)에서    ╲  의 ╲  기호는 집합에

서 원소를 제거하기 위한 연산자(difference)를 나타낸다.

   










  
     ′

  ╲   ∪ 

 

 (식3)

[Fig. 2] Maps of ,  with respect to Ex. 6
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예 6: Fig. 2와 같이 과 에 대한 카르노 맵이 주어졌

다고 가정하자. 그러면 에 대한 배타 논리합 식은 

 ′ ⊕  가 된다. 이 논리식의 항들을 그대로 사
용하고  XOR 연산자 대신 OR 연산자를 사용하면  =

(′ + ) ′′이 된다. 이 때, ′가 보정식이 된
다. 또 에 대한 단순식은   ′′ ′  가 된다. 
그러면 과 에서 공통의 논리항 ′가 산출된다. 
이 공통항을 새로운 변수로 치환하면 간략화된 다음의 

논리식들을 산출하게 된다.

 ′  ′  
  ′′ 
 ′

2.3 선험 방법과 알고리즘

최적화를 위한 입력 자료가 다출력, 다단 논리회로라

고 하자. 그러면, 주어진 논리회로는 다수 개의 노드들로 

구성되며, 각 노드는 단순식의 논리식으로 표현된다. 이 

때, 이 전 절에서 언급한 방식을 적용하기 위해 즉, 배타 

논리합 식 산출 원리를 적용한 논리식을 산출하고, 보정

식이 다른 출력의 논리식과 공통 부분이 있는지 전수 조

사를 하는 것은 장시간의 수행시간을 요구하기 때문에 

실용성이 없다. 따라서, 본 논문에서는 배타 논리합 식 산

출과 보정식의 공통 부분 조사를 위해 커널 집합을 이용

한 선험 방법을 제안한다.

제안하는 방법은 동일한 서포트 입력을 갖는 2개의 노

드를 선택한다. 즉, 2개의 노드를  , , (≠), 라고 

하자. 그러면,   노드에서 커널을 구하고, 이   노드의 

커널과   노드의 보정식에 공통식이 있는지 조사해서, 

공통식이 있는 경우   노드의 논리식을 간략화 한다. 이 

때, 2개의 노드를 선택하는 기준은 그리디(greedy) 방식

의 다음 선험기준1과 2를 적용하였다.  

선험기준1: 노드들 중에서 동일한 서포트의 수가 가

장 많은 2개를 선택한다.

 

선험기준2: 만일 선험기준1로부터 다수 개의 동일 후

보 노드들이 있을 경우, 커널의 수가 많은 

것을 선택한다.

주어진 논리회로 또는 논리식들에 선험기준 1과 2를 

적용해서 논리회로 또는 논리식을 간략화하는 알고리즘

은 Fig. 3 같다. Step 1에서는 주어진 다단 논리식의 각 

노드에 대한 서포트를 산출한다. Step 2에서는 각 노드에 

대하여 커널 집합을 산출하고, 각 커널에 대한 서포트를 

산출한다. 다음 Step 3에서 서로 다른 2개의 노드를 선택

해서, 하나의 노드에서는 Step 1에서 산출한 서포트를 다

른 노드에서는 Step 2에서 산출한 커널의 서포트의 공통

수가 많은 것부터 적은 개수 순서로 정렬을 한다. 즉, 선

험기준1과 2를 적용한 정렬 순서를 산출한다. Step 4에서 

Step 3에서 산출한 정렬 순서에 따라 2개의 노드를 선택

하고, 이 2개의 노드에 원리 2, 즉 배타합 논리식 산출 원

리를 적용하여 공통식을 산출한다. 예 7에 알고리즘의 수

행과정에 따른 동작 예를 보인다. 

   

Step 1: Calculate sup( ) for each   with respect 

to node ;

Step 2: Calculate sup(

) for each kernel 

∈ , 
where   is the set of kernel of ; 

Step 3: Sort (, 

) pairs in decending order of  

by ||sup()∩sup(

)||, (≠  );

          /* |||| means the number of 
             elements in   */
Step 4: Apply the synthesis principle according  to 

the order of results in Step 3; 

[Fig. 3] Proposed Algorithm

예 7: 4개의 노드에 대한 논리식이 다음과 같이 주어졌다

고 가정하자. 즉,   ′′′ ′ ,    ′′, 
  ′ ′ ,   에 대하여 위의 알고리즘을 
적용해서 논리식을 간략화하자. Step 1에서 각 논리식의 

서포트 집합을 다음과 같이  산출한다.     

   ,        ,        , 

       . 다음 Step 2에서 의 커널 집합

은 ={′′  }이고,  커널은   ′′ 이며, 서
포트는 sup(

)=    가 산출된다. 또 의 커널 집합

은 ={′ ′ }이고, 커널은   ′ ′이며 이 커
널의 서포트 sup(

)=   가 된다. 그리고, = =

  이다. 다음, Step 3에서   
 로 짝을 지어서 공통 서

포트 개수가 많은 것부터 차례로 정렬한다. 그러면, 정렬 
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Circuit # of inputs
# of 

outputs

SIS[3] 2-cube[11] support[12] proposed

# of literals time(s)
# of 

literals
time(s) # of literals time(s) # of literals time(s)

b12 15 9 124 0.1 119 0.1 118 0.1 117 0.1

rd53 5 3 77 0.2 71 0.1 71 0.2 71 0.3

rd73 7 3 176 0.4 169 0.4 172 0.5 168 0.4

rd84 8 4 243 0.2 236 0.2 234 0.3 232 0.7

con1 7 2 23 0.1 23 0.1 23 0.1 22 0.2

z4ml 7 4 70 0.2 61 0.3 63 0.2 62 0.3

cmb 16 4 70 0.1 73 0.1 70 0.1 70 0.1

vg2 25 8 107 0.1 112 0.1 105 0.2 102 0.3

decod 5 16 64 0.1 51 0.1 54 0.2 51 0.4

misex1 8 7 80 0.1 80 0.1 80 0.2 80 0.2

alu4 14 8 1755 2.0 1557 1.8 1554 2.3 1550 2.1

sao2 10 4 203 0.3 192 0.4 192 0.5 190 0.4

e64 65 65 254 0.1 254 0.1 254 0.2 254 0.3

apex6 135 99 904 0.1 902 0.1 901 0.3 901 0.4

[Table 1] Experimental results

순서는  
 ,  

 가 된다. 마지막으로 Step 4에서 

예 6에서 보인 것과 같이 와 에 대하여 배타 논리합 

원리를 적용해서 간략화하고, 또 와 에 대하여 간략

화를 한다. 그러면 최종 결과는 다음과 같게 되며, 전체 

리터럴은 16개가 된다.













 ′′ ′′
′′




 ′


여기에, 과 식에 대하여 인수분해까지 하면 다음 식

들이 산출되어 리터럴 개수는 14개가 된다. 

 













 ′ ′ ′
′′




 ′


3. 실험 결과

제시한 알고리즘은 Pentium IV 1.4GHz CPU PC의 

Linux 환경에서 구현 및 실험하였다. 알고리즘이 선험 

방법에 기반을 두고 있기 때문에 벤치마크 회로들에 대

하여 타 방법들과 초 단위의 수행시간과 리터럴 산출 개

수를 대상으로 성능을 비교하였다. 비교 대상이 되는 방

법으로는 나눗셈 기반의 SIS1.2, 2-큐브에 의한 공통식 

산출 방법, 그리고 서포트 변수들을 이용한 공통식 산출 

방법이다. 특히, SIS1.2는 1990년대 발표되었지만 지금까

지 SIS1.2의 기능들이 산업계나 학계에서 활용되고 있고 

많은 논문들이 연구결과들을 비교할 때 비교 대상으로 

이용하고 있다. 따라서, 제안한 방법의 타당성을 보이기 

위해서 SIS1.2를 비교 대상으로 선정하였다. 나머지 방법

들은 최근의 연구 결과이기 때문에 비교 대상으로 선정

하였다. 실험 결과는 Table 1에 정리하였다. Table 1의 

첫 번째 열은 벤치마크 회로의 이름이고, 다음 2개의 열

은 벤치마크 회로의 입력 수와 출력 수를 나타낸 것이다. 

다음 2개의 열은 SIS1.2가 수행한 결과이고, 그 다음 2개

의 열은 2-큐브 방식에 의한 결과이며 다음은 서포트 변

수를 이용한 방식의 수행 결과를 보인 것이다. 마지막 2

개의 열은 본 논문에서 제안한 방법으로 수행한 결과를 

보인 것이다. 실험 결과를 보면 제안한 방법이 비교 대상

이 되는 타 방법보다 리터럴 개수를 줄이는 효과를 보이

고 있다. 수행시간 측면에서도 제안하는 방법이 타 방법

들과 동일한 수행시간을 보이거나, 0.1∼0.4초 정도의 시

간이 늘어나는 정도였다. 본 연구는 수행시간보다는 리

터럴 개수를 줄이는 것이 목표라는 점을 다시 언급한다. 

특히, 논리식에서 하나의 리터럴은 MOS(Metal Oxide 

Silicon) 기술로 반도체를 설계할 경우 2개의 트랜지스터

를 필요로 한다. 또 CPU 등의 반도체를 설계할 경우 예

로 디코더와 같은 부품들이 다수 개 사용되는데  이 때, 

디코더와 같은 부품의 크기를 줄이게 되면 최종적으로 

CPU와 같은 반도체 회로의 크기가 줄게 된다. 이런 측면

에서 제안한 방법으로 반도체 부품의 리터럴 개수를 줄

인 효과는 매우 의미 있다고 하겠다.  
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4. 결론 

본 논문은 여러 출력에서 존재할 수 있는 공통 논리식

을 산출하기 위한 방법을 제안하였다. 즉, 최적화 전의 전

체 논리식들에서 전역(global)의 공통식을 찾는 방법이

다. 제안하는 방법은 XOR 연산자를 이용한 베타 논리합 

식 산출 방법을 이용하였지만, XOR 연산자는 사용하지 

않고 OR 연사자와 보정식을 사용하도록 하였다. 배타 논

리합 식은 주어진 카르노 맵을 이용할 경우 다수 개가 산

출될 수 있어, 최적의 결과를 찾는 수행 시간이 증가할 

수 있기 때문에 본 논문에서는 선험 방식을 도입한 간략

화 방법을 제안하였다. 마지막으로 제안한 방법은 리터

럴 개수를 줄이는 것이 목표로 실험 결과에서 보였듯이 

타 방법들에 비해 리터럴 개수를 줄이는 효과를 보였다.  
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